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اول مرتبه معادلات .١ مقدمهفصل .١. ١

مقدمه ١. ١

شامل که ͬ شوند م معادله ای به منجر اغلب ریاضͬ قالب در آن ها مهم مسائل و علوم مختلف رشته های مطالعه

دیفرانسیل معادله را معادله ای است.چنین مجهول تابع مشتقات و مجهول تابع مستقل، متغیر چند یا ͷی

معادلات نماید. صدق معادله آن در مشتقاتش و خودش که تابعͬ یافتن یعنͬ دیفرانسیل معادله حل نامند.

ͬ شوند: م تقسم دسته دو بر مستقل متغیرهای تعداد برحسب دیفرانسیل

هستند. معمولͬ مشتقات و داریم مستقل متغیر ͷی معمولͬ. دیفرانسیل معادلات .١

.١. ١. ١ مثال

dRptq

dt
“ ´kRptq :( t زمان برحسب Rptq) رادیواکتیو ماده کاهش معادله

L
d2Qptq

dt2
`R

dQptq

dt
`

1
C
Qptq “ Eptq :(L خودالقائͬ ضریب و Eptq (ولتاژ خازن بار کاهش معادله

هستند. جزئͬ مشتقات و داریم مستقل متغیر چند جزئͬ. مشتقات با دیفرانسیل معادلات .٢

.١. ١. ٢ مثال

α2 B2upx, yq

Bx2 ´
Bupx, yq

By2 “ 0 پتانسیل: معادله

a2 B2upx, tq

Bx2 “
B2upx, tq

Bt2
موج: معادله

F px, y, y1, y2, ¨ ¨ ¨ , ypnqq “ 0 صورت به کلͬ حالت در که کرد خواهیم بحث را معمولͬ دیفرانسیل معادلات

ͬ شوند. م بیان

طور به گویند. دیفرانسیل معادله مرتبه را دیفرانسیل معادله ͷی در y مشتق مرتبه بالاترین .١. ١. ٣ تعریف

است. دو مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی y2 ` y “ 0 دیفرانسیل معادله مثال

بزرگترین نوشت، مشتقاتش به نسبت چندجمله ای صورت به را دیفرانسیل معادله بتوان اگر .۴ .١. ١ تعریف

گویند. دیفرانسیل معادله درجه را معادله در y مشتق مرتبه بالاترین برای موجود توان

باشد: نداشته درجه معادله ͷی است ممͺن .۵ .١. ١ مثال

y2 ` y1y “ x2 ` sin x اول: درجه و دوم مرتبه معادله

۴



مقدمه اول١. ١. مرتبه معادلات .١ فصل

py3q5 ` 3y2 ´ 4xpy1q7 “ tan x پنجم: درجه و سوم مرتبه معادله

py3q5 ´ cospy1q “ 0 ندارد: درجه که سوم مرتبه معادله

F px, y, y1, y2, ¨ ¨ ¨ , ypnqq “ 0 معادله در مشتقاتش با که است y “ ϕpxq مانند تابعͬ معادله خصوصͬ جواب

صدق کنند.

است. xy1 ´ 3y “ 0 معادله خصوصͬ جواب ͷی y “ x3 تابع .۶ .١. ١ مثال

هستند. y2 ` y “ 0 معادله خصوصͬ جواب های y “ cosx و y “ sin x توابع

معلوم مقدار ͷی با بتوان را معادله جواب هر که است y “ ϕpx, cq مانند جوابی تابع معادله عمومͬ جواب

c حذف با معادله عمومͬ جواب روی از y “ ϕpxq خصوصͬ جواب یافتن آورد. دست به آن از c ثابت برای

است. کافͬ جواب تابع از px0, y0q نقطه ͷی بودن معلوم کار این برای و هست ممͺن

است. xy1 ´ 3y “ 0 معادله عمومͬ جواب y “ cx3 تابع .١. ١. ٧ مثال

هستند. y2 ` y “ 0 معادله عمومͬ جواب y “ c1 sin x` c2 cosx تابع

باشند داده را yp1q “ 3 شرط اگر است. xy1 ´ 3y “ 0 معادله عمومͬ جواب y “ cx3 تابع .١. ١. ٨ مثال

جواب y “ 3x3 لذا و ͬ آید م دست به c “ 3 مقدار معادله عمومͬ جواب در y “ 3 و x “ 1 دادن قرار با

بود. خواهد معادله خصوصͬ

را شرایطͬ نامند. اولیه مقدار مسئله ͷی را اولیه شرط ͷی با همراه دیفرانسیل معادله ͷی .١. ١. ٩ تعریف

قضیه به است جواب ͷی فقط و ͷی دارای اول مرتبه خطͬ معادله به مربوط اولیه مقدار مسئله آن تحت که

است. معروف جواب یͺتایی و وجود

آنگاه باشند. پیوسته است x “ x0 نقطه حاوی که a ă x ă b بازه در g و p توابع کنیم فرض .١. ١. ١٠ قضیه

صدق a ă x ă b هر ازای به y1 ` ppxqy “ gpxq دیفرانسیل معادله در که دارد وجود y “ ϕpxq یͺتای تابع

است. برقرار آن در y0 “ ypx0q اولیه شرط و ͬ کند م

دست به عمومͬ جواب روی از را آن نتوان که است y “ ψpxq مانند جوابی تابع معادله غیرعادی جواب

ندهد). نتیجه را آن c معلوم مقدار هیچ یعنͬ ) آورد

۵



اول مرتبه معادلات .١ مقدمهفصل .١. ١

است. y “ xy1 ´ py1q2 معادله عمومͬ جواب y “ cx´ c2 تابع .١. ١. ١١ مثال

ͬ شود. نم نتیجه عمومͬ جواب از زیرا است y “ xy1 ´ py1q2 غیرعادی جواب y “
x2

4
تابع

۶



خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٢. مرتبه معادلات .١ فصل

خطͬ اول مرتبه معادلات ١. ٢

فرم به اول مرتبه معادله ساده ترین ͬ باشند. م F px, y1q “ 0 صورت به کلͬ حالت در اول مرتبه معادلات

آن در که ͬ آید م دست به y “
şx
fptqdt ` c صورت به ساده انتگرال ͷی با آن جواب که است y1 “ fpxq

.c ثابت بدون اما است ş

fpxqdx انتگرال همان ،şx
fptqdt از منظور

ͬ آید. م دست به زیر انتگرال از y1 “ cos 2x معادله جواب .١. ٢. ١ مثال

y “

ż

cos 2xdx “

ż x

cos 2tdt` c “
1
2

sin 2x` c

صورت به کلͬ حالت در خطͬ اول مرتبه معادله

P1pxqy1 ` P0pxqy “ gpxq

معادله ی ،P1pxq بر معادله طرفین تقسیم با .P1pxq ‰ 0 آن در که ͬ باشد م

y1 ` ppxqy “ qpxq

هستند. pa, bq مفروض بازه ی بر پیوسته توابعͬ qpxq و ppxq توابع آن در که شد خواهد نتیجه

انتگرال ساز عامل و نموده محاسبه را
ż x

pptqdt انتگرال نخست خطͬ، اول مرتبه معادله حل برای

µpxq “ e
şx pptqdt

از را معادله جواب سپس ͬ کنیم. م مشخص را

y “
1

µpxq

ż

µpxqqpxqdx.

ادامه، در ͬ کنیم. م حل اولیه مقدار مسائل و خطͬ اول مرتبه معادلات از مثال هایی نخست ͬ آوریم. م دست به

نمود. خواهیم بحث را خطͬ اول مرتبه دیفرانسیل معادله جواب به رسیدن روش

٧



اول مرتبه معادلات .١ خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٢

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر .١. ٢. ٢ مثال

y1 ` 3y “ e´x .١

ppxq “ 3, qpxq “ e´x
GGGGGGGGGA

ż x

3dt “ 3x

GGGGGGGGGA µpxq “ e3x

GGGGGGGGGA y “
1
e3x

ż

e3x.e´xdx “ e´3x

ż

e2xdx

GGGGGGGGGA y “ e´3x

ˆ

1
2
e2x ` c

˙

“
1
2
e´x ` ce´3x.

انتگرال ساز عامل

فرمول در دادن قرار

معادله جواب

y1 ` ptan xqy “ sin 2x .٢

ppxq “ tan x, qpxq “ sin 2x GGGGGGGGGA

ż x

tan tdt “ ´ lnpcosxq

GGGGGGGGGA µpxq “ e´ lnpcos xq “
1

cosx

GGGGGGGGGA y “
1
1

cosx

ż

1
cosx

. sin 2xdx

GGGGGGGGGA y “ cosx
ż

2 sin xdx “ cosxp´2 cosx` cq

GGGGGGGGGA y “ ´2 cos2 x` c. cosx.

انتگرال ساز عامل

فرمول در دادن قرار

معادله جواب

y1 `
2
x

y “
cos x

x2 .٣

ppxq “
2
x
, qpxq “

cosx
x2 GGGGGGGGGA

ż x 2
t
dt “ 2 ln x

GGGGGGGA µpxq “ e2 ln x “ x2

GGGGGGGGGA y “
1
x2

ż

x2.
cosx
x2 dx

GGGGGGGGGA y “

ż

cosxdx “
1
x2 psin x` cq.

انتگرال ساز عامل

فرمول در دادن قرار

معادله جواب

٨



خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٢. مرتبه معادلات .١ فصل

y1 ´ 2xy “ ´x .۴

ppxq “ ´2x, qpxq “ ´x GGGGGGGGGA

ż x

´2tdt “ ´x2 انتگرال ساز عامل
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA µpxq “ e´x2

GGGGGGGGGA y “
1

e´x2

ż

e´x2
.p´xqdx “

ż

et dt
2

GGGGGGGGGA y “ ex2
ˆ

1
2
e´x2

` c

˙

GGGGGGGGGA y “
1
2

` cex2
.

کنید. حل را زیر اولیه مقدار مسائل .١. ٢. ٣ مثال

yp1q “ 0 ،y1 ` y “ x .١

ppxq “ 1, qpxq “ x GGGGGGGGGA

ż x

1dt “ x
انتگرال ساز عامل

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA µpxq “ ex

GGGGGGGGGA y “
1
ex

ż

ex.xdx

GGGGGGGGGA y “ e´x pxex ´ ex ` cq

GGGGGGGGGA y “ x´ 1 ` ce´x

GGGGGGGGGA x “ 1, y “ 0 GGGGGGGGGA 0 “ 1 ´ 1 ` ce´x

GGGGGGGGGA c “ 0 Ñ y “ x´ 1.

yp0q “ 2 ،y1 ` pcos xqy “ cos x .٢

ppxq “ cosx, qpxq “ cosx GGGGGGGGGA

ż x

cos tdt “ sin x انتگرال ساز عامل
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA µpxq “ esin x

GGGGGGGGGA y “
1

esin x

ż

esin x. cosxdx

pu “ sin x Ñ ∫ esin x. cosxdx “ ∫ euduq GGGGGGGGGA y “ e´ sin x
`

esin x ` c
˘

GGGGGGGGGA y “ 1 ` ce´ sin x

x “ 0, y “ 2 GGGGGGGGGA 2 “ 1 ` ce´ sin 0

GGGGGGGGGA c “ 1 Ñ y “ 1 ` e´ sin x.

ͬ آید: م دست به آن ها تعمیم و خاص حالت های روی بحث با اول مرتبه خطͬ معادله جواب

٩



اول مرتبه معادلات .١ خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٢

هستند. y1 ` ay “ 0 شͺل به که معادلاتͬ .١ خاص حالت

توابع فقط و باشند فوق معادله جواب ͬ توانند نم لͽاریتمͬ و مثلثاتͬ چندجمله ای، توابع که است واضح

مضارب را معادله جواب باید لذا است. y1 “ aeax برابر y “ eax مشتق چون باشند جواب است ممͺن نمایی

بͽیریم: نظر در y “ e´ax تابع

y “ ce´ax مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ ´cae´ax جای گذاری

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

معادله در
y1 ` ay “ ´cae´ax ` cae´ax “ 0

برای مختلفͬ جواب های c تغییر با که است y1 ` ay “ 0 دیفرانسیل معادله جواب y “ ce´ax تابع بنابراین

نامند. معادله برای انتگرال خم های را جواب ها این ͬ آید. م دست به معادله

x

y
c “ 1

c “ ´1

c “ 2

c “ ´2

c “ 1
2

c “ ´ 1
2

c “ 1
3

c “ ´ 1
3

باشد. معلوم (ypx0q “ y0 اولیه (شرط خم آن از نقطه ای باید باشد، معادله جواب خم ها از ͬͺی اگر

هستند. a ‰ 0 شرط با y1 ` ay “ qpxq شͺل به که معادلاتͬ .٢ خاص حالت

انتگرال گیری ͷی با آن گاه ،p q1 “ qpxq یعنͬ کنیم، بیان تابع ͷی مشتق صورت به را معادله اول طرف اگر

١٠



خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٢. مرتبه معادلات .١ فصل

ͬ کنیم: م ضرب eax در را معادله طرفین منظور این برای ͬ آید. م دست به معادله جواب ساده

y1 ` ay “ qpxq Ñ eaxy1 ` aeaxy “ eaxqpxq

Ñ peaxyq1 “ eaxqpxq

Ñ y “
1
eax

ˆ
ż

eaxqpxqdx
˙

.

هستند. y1 ` ppxqy “ qpxq کلͬ شͺل به که معادلاتͬ .٣ خاص حالت

با که داریم µpxq مانند تابع ͷی به نیاز کنیم بیان تابع ͷی مشتق صورت به را معادله اول طرف بخواهیم اگر

درآید: مطلوب شͺل به اول طرف µpxqy1 ` µpxqppxqy “ µpxqqpxq یعنͬ معادله طرفین در آن ضرب

µy1 ` µ.p.y “ pµ.yq1 Ñ µy1 ` µ.p.y “ µ1.y ` µ.y1

Ñ µ.p.y “ µ1.y “
dµ
dx
y

Ñ
dµ
µ

“ ppxqdx.

pµpxqyq1 “ µpxqqpxq صورت به معادله آن ضرب با که ͬ باشد م µpxq “ e
şx pptqdt انتگرال ساز عامل بنابراین

شد: خواهد نتیجه معادله جواب و ͬ آید م در

y “
1

µpxq

ż

µpxqqpxqdx.

١١



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

غیر خطͬ اول مرتبه معادلات ١. ٣

حل برای کلͬ روش و دارد خاصͬ پیچیدگͬ غیرخطͬ اول مرتبه معادلات خطͬ، اول مرتبه معادلات برخلاف

مطالعه (y1 “ fpx, yq صورت به (معادلاتͬ آن ها از خاصͬ دسته دلیل همین به ندارد. وجود معادلات این

است: خطͬ معادلات نظیر غیرخطͬ، معادلات برای جواب یͺتایی و وجود قضیه است. شده

px0, y0q نقطه حاوی که c ă y ă d و a ă x ă b مستطیلͬ ناحیه در Bf

By
و f توابع کنیم فرض .١. ٣. ١ قضیه

مسئله برای y “ ϕpxq یͺتای جواب ͷی ra, bs از rx0 ´ h, x0 ` hs زیربازه ͷی در آنگاه باشند. پیوسته است

اولیه مقدار

y1 “ fpx, yq, ypx0q “ y0

دارد. وجود

در که آن حال بود. y “ ϕpxq برای صریح فرمول ͷی خطͬ اول مرتبه معادله جواب دیدیم که طور همان

مشتق فاقد جوابی موارد اغلب در و آورد دست به صریحͬ فرمول چنین ͬ توان م ندرت به غیرخطͬ معادلات

ضمنͬ صورت به و y

φpx, yq “ 0

بسیاری در چنین هم ͬ ماند. م باقͬ ضمنͬ صورت همان به احتمالͬ خطای از اجتناب برای که ͬ آید م دست به

داخل در همین بخاطر و ͬ شوند م گرفته نظر در نامنفͬ اعدادحقیقͬ در مقادیر تابع دامنه رعایت با مسائل، از

باشد. ضروری آن قید که مواردی در مͽر ͬ شود م صرف نظر قدرمطلق علامت از لͽاریتم

١٢



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

پذیر جدائͬ معادلات ١. ٣. ١

Mpx, yqdx “ Npx, yqdy صورت به درنتیجه و dy

dx
“
Mpx, yq

Npx, yq
شͺل به y1 “ fpx, yq اول مرتبه معادله

صورت به ͬ توان م را معادله این خاص، حالتͬ در است. بیان قابل

Mpxqdx “ Npyqdy

است. y برحسب فقط تابعͬ Npx, yq “ Npyq نیز و x برحسب فقط تابعͬ Mpx, yq “ Mpxq آن در که نوشت

انتگرال گیری ͷی با ͬ پذیر جدائ دیفرانسیل معادله ͷی جواب گویند. ͬ پذیر جدائ معادله ͷی را معادله ای چنین

ͬ آید. م دست به ساده

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر .١. ٣. ٢ مثال

y1 ` y2 sin x “ 0 .١

dy
dx

“ ´y2 sin x GGGGGGGGGA

dy
´y2 “ sin xdx ͬ پذیر جدائ معادله

GGGGGGGGGA

ż

dy
´y2 “

ż

psin xqdx

GGGGGGGGGA

1
y

“ ´ cosx` c

GGGGGGGGGA y “
1

´ cosx` c
.

y1 “
cos 2x

cos 4y
.٢

dy
dx

“
cos 2x
cos 4y

GGGGGGGGGA cos 4ydy “ cos 2xdx ͬ پذیر جدائ معادله

GGGGGGGGGA

ż

cos 4ydy “

ż

cos 2xdx

GGGGGGGGGA

1
4

sin 4y “
1
2

sin 2x` c

dy

dx
“

y cos x

1 ` y2 .٣

dy
y

“
cosxdx
1 ` y2 GGGGGGGGGA

1 ` y2

y
dy “ cosxdx ͬ پذیر جدائ معادله

GGGGGGGGGA

ż

p
1
y

` yqdy “

ż

cosxdx

GGGGGGGGGA ln |y| `
1
2
y2 “ sin x` c.

١٣



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

y1 “ e3x´2y ` 4x3e´2y .۴

dy
dx

“ e´2ype3x ` 4x3q GGGGGGGGGA e2ydy “ pe3x ` 4x3qdx ͬ پذیر جدائ معادله

GGGGGGGGGA

ż

e2ydy “

ż

pe3x ` 4x3qdx

GGGGGGGGGA

1
2
e2y “

1
3
e3x ` x4 ` c.

y ´ xy1 “ 2p1 ` x2y1q .۵

y ´ xy1 “ 2 ` 2x2y1
GGGGGGGGGA y ´ 2 “ xy1 ` 2x2y1

GGGGGGGGGA y ´ 2 “ px` 2x2q
dy
dx

GGGGGGGGGA

dy
y ´ 2

“
dx

x` 2x2 “ p
1
x

´
2

2x` 1
qdx ͬ پذیر جدائ معادله

GGGGGGGGGA

ż

dy
y ´ 2

“

ż

p
1
x

´
2

2x` 1
qdx

GGGGGGGGGA ln |y ´ 2| “ ln |x| ´ ln |2x` 1| ` c.

y1 “ sin2px ´ y ` 1q .۶

pz “ x´ y ` 1 Ñ
dz
dx

“ 1 ´ y1q GGGGGGGGGA 1 ´
dz
dx

“ sin2 z

GGGGGGGGGA

dz
dx

“ 1 ´ sin2 z “ cos2 z

GGGGGGGGGA

ż

dz
cos2 z

“

ż

dx ͬ پذیر جدائ معادله

GGGGGGGGGA tan z “ tanpx´ y ` 1q “ x` c.

١۴



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

برنولͬ معادلات ١. ٣. ٢

خطͬ معادله همان n “ 1 و n “ 0 ازای به ͬ باشد. م y1 `ppxqy “ qpxqyn صورت به معادلات این کلͬ فرم

تبدیل خطͬ اول مرتبه معادله به v “ y1´n متغیر تغییر با معادلات این n ‰ 0, 1 که حالتͬ در است. اول مرتبه

ͬ آید: م دست به لازم نتیجه p1 ´ nqy´n در معادله ضرب با ،v1 “ p1 ´ nqy´ny1 که این از ͬ شود. م

y1 ` ppxqy “ qpxqyn
GGGGGGGGGA p1 ´ nqy´ny1 ` p1 ´ nqppxqy1´n “ p1 ´ nqqpxq

v “ y1´n

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

p1 ´ nqy´ny1 “ v1
v1 ` p1 ´ nqppxqv “ p1 ´ nqqpxq.

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر .١. ٣. ٣ مثال

x2y1 ` 2xy ´ y3 “ 0 .١

x2y1 ` 2xy “ y3
GGGGGGGGGA y1 `

2
x
y “

1
x2 y

n “ 3, v “ y´2
GGGGGGGGGA v1 ` p´2q

2
x
v “ p´2q

1
x2

GGGGGGGGGA

ż x ´4
t

dt “ lnpx´4q Ñ µpxq “ elnpx´4q “ x´4

GGGGGGGGGA v “
1
x´4

ż

x´4p
´2
x2 qdx “ x4

ż

p´2x´6qdx

GGGGGGGGGA v “ x4
ˆ

´2p
x´5

´5
q ` c

˙

“
2

5x
` cx4

GGGGGGGGGA y´2 “
2

5x
` cx4.

y1 `
1
x

y “ pcos xqy´2 .٢

n “ ´2, v “ y3
GGGGGGGGGA v1 ` p3q

1
x
v “ p3q cosx

GGGGGGGGGA

ż x 3
t
dt “ lnpx3q Ñ µpxq “ elnpx3q “ x3

GGGGGGGGGA v “
1
x3

ż

x3p3 cosxqdx

GGGGGGGGGA v “
3
x3

`

x3 sin x` 3x2 cosx´ 6x sin x´ 6 cosx` c
˘

GGGGGGGGGA y3 “ 3 sin x`
9
x

cosx´
18
x2 sin x´

18
x3 cosx`

c

x3 .

١۵



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

y1 `
1
x

y “ y4 .٣

n “ 4, v “ y´3
GGGGGGGGGA v1 ` p´3q

1
x
v “ ´3

GGGGGGGGGA

ż x ´3
t

dt “ lnpx´3q Ñ µpxq “ elnpx´3q “ x´3

GGGGGGGGGA v “
1
x´3

ż

x´3p´3qdx

GGGGGGGGGA v “ x3
ˆ

´3p
x´2

´2
q ` c

˙

“
3
2
x` cx3

GGGGGGGGGA y´3 “
3
2
x` cx3.

px2 ` y2 ` 1qdy ` xydx “ 0 .۴

dy
dx

“
´xy

x2 ` y2 ` 1
GGGGGGGGGA

dx
dy

“ ´
x2 ` y2 ` 1

xy
“ ´

x

y
´
y2 ` 1
xy

GGGGGGGGGA x1 `
1
y
x “ p´

y2 ` 1
y

qx´1,

n “ ´1, v “ x2
GGGGGGGGGA v1 ` 21

y
v “ 2p´

y2 ` 1
y

q

GGGGGGGGGA

ż y 2
t
dt “ lnpy2q Ñ µpyq “ elnpy2q “ y2

GGGGGGGGGA v “
1
y2

ż

y2p´2y
2 ` 1
y

qdy “
´2
y2

ż

py3 ` yqdy

GGGGGGGGGA v “
´2
y2

ˆ

y4

4
`
y2

2
` c

˙

“
´y2

2
´ 1 `

c

y2

GGGGGGGGGA x2 “
´y2

2
´ 1 `

c

y2 .

١۶



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

کامل معادلات ١. ٣. ٣

چنین هم شد. تعریف dφ “ φxdx ` φydy صورت به z “ φpx, yq تابع کامل دیفرانسیل که دارید یاد به

هست. φyx و φxy توابع پیوستگͬ φxy “ φyx تساوی شرط

φpx, yq “ c چون تابعͬ هرگاه گوئیم کامل ,Mpxرا yqdy`Npx, yqdy “ 0 دیفرانسیل معادله .۴ .١. ٣ تعریف

.φy “ N و φx “ M یعنͬ ،dφ “ Mdx`Ndy که باشد موجود چنان

باشند. پیوسته c ă y ă d و a ă x ă b مستطیلͬ ناحیه در Nx و My ،N ،M توابع کنیم فرض .۵ .١. ٣ قضیه

اگر فقط و اگر است کامل معادله ͷی فوق ناحیه در Mpx, yqdy ` Npx, yqdy “ 0 دیفرانسیل معادله آنگاه

.My “ Nx

کنیم: مͬ عمل زیر روش به کامل دیفرانسیل معادله ͷی حل برای

φx “ M
انتگرال

GGGGGGGGGGGGGGGGGGA

نسبت به x

φ “

ż x

Mpt, yqdt` hpyq, p˚q

مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGGA

نسبت به y

φy “

ż x

Mypt, yqdt` h1pyq “ N

GGGGGGGGGA h1pyq “ N ´

ż x

Mpt, yqdt

ͬ آید. م دست به φpx, yq “ c صورت به معادله جواب p˚q در دادن قرار و h1pyq از hpyq تابع محاسبه با

انتگرال های از ͷهری محاسبه با خلاصه، طور به

φx “ M GGGGGGGGGA hpx, yq “

ż

Mpx, yqdx

φy “ N GGGGGGGGGA kpx, yq “

ż

Npx, yqdy

است برابر k1px, yq آن در که ͬ آید م دست به φpx, yq “ hpx, yq ` k1px, yq “ c صورت به کامل معادله جواب

دارند. وجود هم hpx, yq در که جملاتͬ منهای kpx, yq با

نمود: محاسبه زیر انتگرال های از ͬͺی با ͬ توان م را کامل معادله جواب عبارتͬ به
ż x

Mp0, yqdx `

ż y

Npx, yqdy “ c

ż x

Mpx, yqdx `

ż y

Npx, 0qdy “ c.

١٧



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر .۶ .١. ٣ مثال

p2x2 ` 3yqdx ` p3x ` e2yqdy “ 0 .١

M “ 2x2 ` 3y, N “ 3x` e2y جزیی مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA My “ 3 “ Nx

M “ 2x2 ` 3y GGGGGGGGGA

ż

p2x2 ` 3yqdx “ 2p
x3

3
q ` 3xy

N “ 3x` e2y
GGGGGGGGGA

ż

p3x` e2yqdy “ 3xy `
1
2
e2y

GGGGGGGGGA 2p
x3

3
q ` 3xy `

1
2
e2y “ c.

py cos x ` 2xeyqdx ` psin x ` x2ey ` 2qdy “ 0 .٢

M “ y cosx` 2xey, N “ sin x` x2ey ` 2 جزیی مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA My “ cosx` 2xey “ Nx

M “ y cosx` 2xey
GGGGGGGGGA

ż

py cosx` 2xeyqdx “ y sin x` x2ey

N “ sin x` x2ey ` 2 GGGGGGGGGA

ż

psin x` x2ey ` 2qdy “ y sin x` x2ey ` 2y

Ñ y sin x` x2ey ` 2y “ c.

pex sin y ´ 2y sin xqdx ` pex cos y ` 2 cos xqdy “ 0 .٣

M “ ex sin y ´ 2y sin x, N “ ex cos y ` 2 cosx جزیی مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA My “ ex cos y ´ 2 sin x “ Nx

M “ ex sin y ´ 2y sin x GGGGGGGGGA

ż

pex sin y ´ 2y sin xqdx “ ex sin y ` 2y cosx

N “ ex cos y ` 2 cosx GGGGGGGGGA

ż

pex cos y ` 2 cosxqdy “ ex sin y ` 2y cosx

GGGGGGGGGA ex sin y ` 2y cosx “ c.

px2 ` y2qdx ` p2xyqdy “ 0 .۴

M “ x2 ` y2, N “ 2xy جزیی مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA My “ 2y “ Nx

M “ x2 ` y2
GGGGGGGGGA

ż

px2 ` y2qdx “
x3

3
q ` xy2

N “ 2xy GGGGGGGGGA

ż

p2xyqdy “ xy2

GGGGGGGGGA 2p
x3

3
q ` 3xy `

1
2
e2y “ c.

١٨



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

p
1
x

`
1
y

qdx ´
x

y2 dy “ 0 .۵

M “
1
x

`
1
y
, N “ ´

x

y2
جزیی مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA My “ ´
1
y2 “ Nx

M “
1
x

`
1
y

GGGGGGGGGA

ż

p
1
x

`
1
y

qdx “ ln |x| `
x

y

N “ ´
x

y2 GGGGGGGGGA

ż

p´
x

y2 qdy “
x

y

GGGGGGGGGA ln |x| `
x

y
“ c.

ͬ گذرد. م مختصات مبدا از px3 ´xy2qdx` py3 ´x2yqdy “ 0 دیفرانسیل معادله جواب منحنͬ .١. ٣. ٧ مثال

است؟ صورتͬ چه به جواب منحنͬ شͺل

حل.

M “ x3 ´ xy2, N “ y3 ´ x2y
جزیی مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA My “ ´2xy “ Nx

M “ x3 ´ xy2
GGGGGGGGGA

ż

px3 ´ xy2qdx “
x4

4
´
x2y2

2

N “ y3 ´ x2y GGGGGGGGGA

ż

py3 ´ x2yqdy “
y4

4
q ´

x2y2

2

GGGGGGGGGA

x4

4
´
x2y2

2
`
y4

4
“ c

GGGGGGGGGA x4 ´ 2x2y2 ` y4 “ px2 ´ y2q2 “ c

x “ 0, y “ 0 GGGGGGGGGA c “ 0

GGGGGGGGGA x2 “ y2.

.y “ ´x و y “ x برهم عمود خط دو

١٩



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

همͽن معادلات ۴ .١. ٣

باشد. بیان قابل y

x
برحسب تابعͬ صورت به f تابع هرگاه گوئیم همͽن را y1 “ fpx, yq دیفرانسیل معادله

با معادله این نوشت. y1 “ F p
y

x
q صورت به بتوان هرگاه است همͽن y1 “ fpx, yq معادله دیͽر، عبارت به

ͬ شود: م حل گیری مشتق و v “
y

x
متغیر تغییر از استفاده

y “ vx
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ v ` xv1, F p

y

x
q “ F pvq

y1 “ F pvq GGGGGGGGGA v ` x
dv
dx

“ F pvq

GGGGGGGGGA

dv
F pvq ´ v

“
dx
x

GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“

ż

dx
x

GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“ ln |x| ` c1 “ ln |cx|

GGGGGGGGGA

ż dv

F pvq ´ v
“ ln |cx|.

.fpx, txq “ fp1, tq ،t P R هر ازای به اگر فقط و اگر است همͽن y1 “ fpx, yq معادله .١. ٣. ٨ قضیه

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر .١. ٣. ٩ مثال

dy

dx
“

y2 ` 2xy

x2 .١

dy
dx

“ p
y

x
q2 ` 2p

y

x
q GGGGGGGGGA F pvq “ v2 ` 2v

GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“

ż

dv
v2 ` v

1
v2 ` v

“
1
v

´
1

v ` 1
GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“ ln |v| ´ ln |v ` 1|

GGGGGGGGGA ln |
v

v ` 1
| “ ln |cx|

GGGGGGGGGA |
v

v ` 1
| “ |cx|

GGGGGGGGGA |
y

x` y
| “ |cx|.

٢٠



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

dy

dx
“

x ` 3y

x ´ y
.٢

dy
dx

“
1 ` 3 y

x

1 ´
y
x

GGGGGGGGGA F pvq “
1 ` 3v
1 ´ v

GGGGGGGGGA F pvq ´ v “
1 ` 3v
1 ´ v

´ v “
1 ` 2v ` v2

1 ´ v

GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“

ż

p1 ´ vqdv
pv ` 1q2

1 ´ v

pv ` 1q2 “
2

pv ` 1q2 ´
1

v ` 1
GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“ ´
2

v ` 1
´ ln |v ` 1|

GGGGGGGGGA ´
2

v ` 1
´ ln |v ` 1| “ ln |cx|

GGGGGGGGGA ´
2

y
x ` 1

´ ln |
y

x
` 1| “ ln |cx|

GGGGGGGGGA

´2x
x` y

“ ln |cx| ´ ln |
y ` x

x
| “ ln |cpx` yq|.

px2 ` 3xy ` y2qdx ´ x2dy “ 0 .٣

dy
dx

“
x2 ` 3xy ` y2

x2 GGGGGGGGGA

dy
dx

“ 1 ` 3y
x

` p
y

x
q2

GGGGGGGGGA F pvq “ 1 ` 3v ` v2

GGGGGGGGGA

dv
F pvq ´ v

“

ż

dv
v2 ` 2v ` 1

“

ż

dv
pv ` 1q2

GGGGGGGGGA ´
1

v ` 1
“ ln |cx|

GGGGGGGGGA ´
x

x` y
“ ln |cx|.

.fptx, txq “ tnfpx, yq ،t P R هر ازای به هرگاه گوئیم n درجه از همͽن را fpx, yq تابع .١. ٣. ١٠ تعریف

اما نیست همͽن fpx, yq “ x` y ` 1 تابع .١. ٣. ١١ مثال

.fpx, yq “ tx` ty “ tpx` yq “ tfpx, yq است: 1 درجه از همͽن fpx, yq “ x` y تابع

زیرا است 2 درجه از همͽن fpx, yq “ x2 ` y2 ` 3xy تابع

fptx, tyq “ t2x2 ` t2y2 ` 3tx.ty “ t2px2 ` y2 ` 3xyq “ t2fpx, yq.

.fpx, yq “ sinp tx
ty q “ sinp x

y q “ fpx, yq زیرا است 0 درجه از همͽن fpx, yq “ sinp x
y q تابع

٢١



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

هستند: همͽن معادلات به تبدیل قابل معادلات برخͬ

pax ` by ` cqdx ` pa1x ` b1y ` c1qdy “ 0

از متقاطع اند. ph, kq مانند نقطه ای در a1x` b1y ` c1 “ 0 و ax` by ` c “ 0 خطوط آن گاه a

a1
‰

b

b1
اگر

ͬ کنیم: م استفاده y “ Y ` k و x “ X ` h متغیرهای تغییر

papX ` hq ` bpY ` kq ` cqdX ` pa1pX ` hq ` b1pY ` kq ` c1qdY “ 0

GGGGGGGGGA paX ` bY ` ah ` bk ` c
looooooooomooooooooon

صفر
qdX ` pa1X ` b1Y ` a

1
h ` b

1
k ` c

1
loooooooooooomoooooooooooon

صفر
qdY “ 0

GGGGGGGGGA paX ` bY qdX ` pa1X ` b1Y qdY “ 0

است. همͽن معادله ͷی

کنید. حل را px ´ y ` 2qdx ` px ` 2y ´ 1qdy “ 0 معادله .١. ٣. ١٢ مثال

فرض با ͬ کنند. م قطع را همدیͽر p´1, 1q نقطه در x ´ y ` 2 “ 0 و x ` 2y ´ 1 “ 0 خطوط حل.

همͽن معادله y “ Y ` 1 و x “ X ´ 1

pX ´ Y qdX ` pX ` 2Y qdY “ 0

ͬ آید. م دست به

dY
dX

“ ´
X ´ Y

X ` 2Y
“ ´

1 ´ Y
X

1 ` 2 Y
X

GGGGGGGGGA F pvq “
v ´ 1
1 ` 2v

GGGGGGGGGA F pvq ´ v “
v ´ 1
1 ` 2v

´ v “ ´
2v2 ` 1
1 ` 2v

GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“ ´

ż

p1 ` 2vqdv
2v2 ` 1

1 ` 2v
2v2 ` 1

“
1
2
.

4v
2v2 ` 1

`
1

2v2 ` 1
GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“ ´
1
2

ż

4vdv
2v2 ` 1

´

ż

dv
2pv2 ` 1

2 q

GGGGGGGGGA

ż

dv
F pvq ´ v

“ ´
1
2

ln |2v2 ` 1| ´

?
2

2
arctanp

?
2vq

GGGGGGGGGA ´
1
2

lnp2v2 ` 1q ´

?
2

2
arctanp

?
2vq “ ln |cX|

GGGGGGGGGA ´
1
2

ln
ˆ

2Y 2 `X2

X2

˙

´

?
2

2
arctan

ˆ

?
2Y
X

˙

“ ln |cX|.

٢٢



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

ریͺاتͬ معادلات ۵ .١. ٣

y1 کنیم فرض ͬ شود. م تعریف y1 “ q1pxq ` q2pxqy ` q3pxqy2 صورت به ریͺاتͬ اول مرتبه معادله

جای گذاری و آن از مشتق گیری و y ´ y1 “
1
v

متغیر تغییر با باشد. فوق معادله خصوصͬ جواب ͷی

ͬ شود: م اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی به تبدیل y ` y1 “
1
v

` 2y1

y1 ´ y1
1 “ ´

v1

v2 GGGGGGGGGA pq1 ` q2y ` q3y
2q ´ pq1 ` q2y1 ` q3y

2
1q “ ´

v1

v2

GGGGGGGGGA q2py ´ y1q ` q3py2 ´ y2
1q “ ´

v1

v2

GGGGGGGGGA q2p
1
v

q ` q3p
1
v

qp
1
v

` 2y1q “ ´
v1

v2

GGGGGGGGGA q2 ` q3p
1
v

` 2y1q “ ´
v1

v

GGGGGGGGGA q2v ` q3 ` 2y1q3v “ ´v1

GGGGGGGGGA v1 ` pq2 ` 2y1q3qv “ ´q3.

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر .١. ٣. ١٣ مثال

y1 “
1
x

،y1 “ ´
1

x2 ´
1
x

y ` y2 .١

y ´ y1 “
1
v
, q2 “ ´

1
x
, q3 “ 1 GGGGGGGGGA v1 ` p´

1
x

` 2. 1
x
.1qv “ ´1

GGGGGGGGGA v1 `
1
x
v “ ´1

GGGGGGGGGA

ż x 1
t
dt “ ln x Ñ µpxq “ eln x “ x

GGGGGGGGGA v “
1
x

ż

xp´1qdx

GGGGGGGGGA v “ ´
1
x

ż

xdx

GGGGGGGGGA v “ ´
1
x

ˆ

p
x2

2
q ` c

˙

“ ´
x

2
`
c

x

GGGGGGGGGA y “
1
x

`
1

´ x
2 ` c

x

.

٢٣



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

y1 “ sin x ،y1 “
2 cos2 x ´ sin2 x ` y2

2 cos x
.٢

y ´ y1 “
1
v
, q2 “ 0, q3 “

1
2 cosx

GGGGGGGGGA v1 ` p0 ` 2. sin x. 1
2 cosx

qv “ ´
1

2 cosx

GGGGGGGGGA v1 `
sin x
cosx

v “ ´
1

2 cosx

GGGGGGGGGA

ż x sin t
cos t

dt “ ´ lnpcosxq Ñ µpxq “ e´ lnpcos xq “
1

cosx

GGGGGGGGGA v “
1
1

cos x

ż

1
cosx

p´
1

2 cosx
qdx

GGGGGGGGGA v “ ´
cosx

2

ż

1
cos2 x

dx

GGGGGGGGGA v “ ´
cosx

2
ptan x` cq “ ´

sin x
2

` c. cosx

GGGGGGGGGA y “ sin x`
1

´ sin x
2 ` c. cosx

.

y1 “ x ،y1 ` p3 ´ 2xqy ` y2 “ x2 ´ 3x ´ 1 .٣

y1 “ px2 ´ 3x´ 1q ´ p3 ´ 2xqy ´ y2
GGGGGGGGGA q2 “ ´p3 ´ 2xq “ 2x´ 3, q3 “ ´1

y ´ y1 “
1
v
, GGGGGGGGGA v1 ` p2x´ 3 ` 2.x.p´1qqv “ 1

GGGGGGGGGA v1 ´ 3v “ 1

GGGGGGGGGA

ż x

p´3qdt “ ´3x Ñ µpxq “ e´3x

GGGGGGGGGA v “
1

e´3x

ż

e´3x.1dx

GGGGGGGGGA v “ e3x

ż

e´3xdx

GGGGGGGGGA v “ e3x

ˆ

´
1
3
e´3x ` c

˙

GGGGGGGGGA y “ x`
1

´ 1
3 ` c.e3x

.

٢۴



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

لاگرانژ معادلات ۶ .١. ٣

متغیر تغییر معادلات این حل برای ͬ باشد. م y “ xfpy1q ` gpy1q صورت به لاگرانژ معادلات کلͬ فرم

ͬ بریم: م کار به را P “ y1

y “ xfpP q ` gpP q
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ fpP q ` xP 1f 1pP q ` P 1g1pP q

GGGGGGGGGA P “ fpP q ` P 1pxf 1pP q ` g1pP qq

GGGGGGGGGA P ´ fpP q “
dP
dx

pxf 1pP q ` g1pP qq

GGGGGGGGGA pP ´ fpP qq
dx
dP

“ xf 1pP q ` g1pP q

GGGGGGGGGA pP ´ fpP qqx1 ´ f 1pP q.x “ g1pP q. P به نسبت x اول مرتبه خطͬ معادله

برحسب هم y جواب معادله، در جای گذاری و x محاسبه با است. P برحسب x از اول مرتب معادله ͷی

بود. خواهد پارامتری صورت به معادله جواب لذا و ͬ شود م حساب P پارامتر

کنید. حل را y “ x´ py1q2 معادله .١۴ .١. ٣ مثال

حل.

P “ y1 Ñ y “ x´ P 2 مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ 1 ´ 2PP 1

GGGGGGGGGA P “ 1 ´ 2PP 1

GGGGGGGGGA P ´ 1 “ ´2P dP
dx

GGGGGGGGGA pP ´ 1qdx “ ´2PdP

١ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P ´ 1 “ 0
P “ 1 Ñ y “ x´ 1 عادی غیر جواب

٢ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P ´ 1 ‰ 0
dx “

´2PdP
P ´ 1

“ p´2 ´
2

P ´ 1
qdP

GGGGGGGGGA x “ ´2P ´ 2 lnpP ´ 1q ` c

GGGGGGGGGA y “ ´2P ´ 2 lnpP ´ 1q ´ P 2.

٢۵



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

کلرو معادلات ١. ٣. ٧

این حل برای ͬ باشند. م y “ xy1 ` gpy1q صورت به لاگرانژ معادلات از خاصͬ حالت کلرو معادلات

ͬ بریم: م کار به را P “ y1 متغیر تغییر معادلات

y “ xP ` gpP q
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ P ` xP 1 ` P 1g1pP q

فرض از
GGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P “ y1
0 “ P 1.px` g1pP qq

١ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P 1 “ 0
P “ c Ñ y “ xc` gpcq

٢ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

x ` g1pP q “ 0
x “ ´g1pP q, y “ ´g1pP qP ` gpP q

عمومͬ جواب

غیرعادی جواب

کنید. حل را زیر معادلات .١۵ .١. ٣ مثال

y “ xy1 `
a

y1 .١

y “ xP `
?
P

مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ P ` xP 1 `

P 1

2
?
P

فرض از
GGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P “ y1
0 “ P 1px`

1
2

?
P

q

١ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P 1 “ 0
P “ c Ñ y “ xc`

?
c عمومͬ جواب

٢ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

x ` 1
2

?
P

“ 0
x “ ´

1
2

?
P
, y “ ´

1
2
?
P
P `

?
P غیرعادی جواب

y “ xy1 `
a

1 ` py1q2 .٢

y “ xP `
a

1 ` P 2 مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ P ` xP 1 `

2PP 1

2
?

1 ` P 2

فرض از
GGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P “ y1
0 “ P 1px`

P
?

1 ` P 2
q

١ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

P 1 “ 0
P “ c Ñ y “ xc`

a

1 ` c2 عمومͬ جواب

٢ حالت
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

x “ ´P
b

1`P 2

x “ ´
P

?
1 ` P 2

, y “ ´
P 2

?
1 ` P 2

`
a

1 ` P 2 غیرعادی جواب

٢۶



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

انتگرال ساز عامل ١. ٣. ٨

ͷی به معادله ͬ نامیم م انتگرال ساز عامل را آن که تابعͬ در معادله ضرب با اما نیستند کامل معادلات از برخͬ

ͬ شود. م تبدیل کامل معادله

ͷی به µpx, yq “ ey

ln x در ضرب با اما نیست کامل 4xe´ydx` ln xdy “ 0 معادله دهید نشان .١۶ .١. ٣ مثال

ͬ شود. م تبدیل کامل معادله

زیرا نیست کامل معادله حل.

Mpx, yq “ 4xe´y مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

y به نسبت
My “ ´4xe´y

Npx, yq “ ln x مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
Nx “

1
x

نیستند برابر Nx Myو

در ضرب
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

µpxq “ ey{ln x

4x
ln x

dx` eydy “ 0 است کامل و ͬ پذیر جدائ

p2y2 ` 2yqdx ` p3xy ` 2xqdy “ 0 معادله انتگرال ساز عامل ͷی µpxq “ xy دهید نشان .١. ٣. ١٧ مثال

است.

زیرا نیست کامل معادله حل.

Mpx, yq “ 2y2 ` 2y مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

y به نسبت
My “ 4y ` 2

Npx, yq “ 3xy ` 2x مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
Nx “ 3y ` 2 نیستند برابر Nx Myو

در ضرب
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

µpx, yq “ xy

2xpy3 ` y2qdx` x2p3y2 ` 2yqdy “ 0

Mpx, yq “ 2xpy3 ` y2q
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

y به نسبت
My “ 2xp3y2 ` 2yq

Npx, yq “ x2p3y2 ` 2yq
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
Nx “ 2xp3y2 ` 2yq است کامل

این نمود؟ تعیین را معادله ͷی انتگرال ساز عامل ͬ توان م شرایطͬ چه تحت که ͬ شود م مطرح سوال این حال

ͬ شود. م داده جواب خاص حالت های برخͬ در سوال

٢٧



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

آنگاه باشد Mpx, yqdx`Npx, yqdy “ 0 معادله انتگرال ساز عامل µpx, yq تابع کنیم فرض

Mdx`Ndy “ 0 در ضرب
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

µpx, yq
µMdx` µNdy “ 0 است کامل

شرط
GGGGGGGGGGGGGGA

بودن کامل
pµMqy “ pµNqx

مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA µyM ` µMy “ µxN ` µNx

GGGGGGGGGA µyM ´ µxN ““ µpNx ´Myq p˚q

صورت این در باشد. x برحسب فقط µتابعͬ انتگرال ساز عامل .١ خاص حالت

µpx, yq “ µpxq
y فاقد

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA µy “ 0

p˚q
GGGGGGGGGGGGGGGGA µx “

Nx ´My

´N
µ x برحسب

GGGGGGGGGA

dµ
µ

“
Nx ´My

´N
dx

انتگرال
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA lnpµpxqq “

ż

Nx ´My

´N
dx

GGGGGGGGGA µpxq “ e
ş Nx´My

´N dx انتگرال ساز عامل

بود. خواهد µpxq “ e
ş Nx´My

´N dx انتگرال ساز عامل باشد، x برحسب فقط Nx´My

´N تابع اگر .١. ٣. ١٨ نتیجه

بیابید. pxy ` y2qdx ` px2 ` xyqdy “ 0 معادله برای انتگرال ساز عامل ͷی .١. ٣. ١٩ مثال

زیرا نیست کامل معادله حل.

Mpx, yq “ 3xy ` y2 مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

y به نسبت
My “ 3x` 2y

Npx, yq “ x2 ` xy
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
Nx “ 2x` y نیستند برابر Nx Myو

Nx ´My “ ´x´ y GGGGGGGGGA

Nx ´My

´N
“

´px` yq

´px2 ` xyq
“

1
x

GGGGGGGGGA µpxq “ e
ş Nx´My

´N dx “ e
ş 1

x dx
x برحسب

GGGGGGGGGA µpxq “ eln x “ x انتگرال ساز عامل

٢٨



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

صورت این در باشد. y برحسب فقط µتابعͬ انتگرال ساز عامل .٢ خاص حالت

µpx, yq “ µpyq
x فاقد

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA µx “ 0

p˚q
GGGGGGGGGGGGGGGGA µy “

Nx ´My

M
µ y برحسب

GGGGGGGGGA

dµ
µ

“
Nx ´My

M
dy

انتگرال
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA lnpµpyqq “

ż

Nx ´My

M
dy

GGGGGGGGGA µpyq “ e
ş Nx´My

M dy انتگرال ساز عامل

بود. خواهد µpyq “ e
ş Nx´My

M dy انتگرال ساز عامل باشد، y برحسب فقط Nx´My

M تابع اگر .١. ٣. ٢٠ نتیجه

بیابید. y cos xdx ` 2 sin xdy “ 0 معادله برای انتگرال ساز عامل ͷی .١. ٣. ٢١ مثال

زیرا نیست کامل معادله حل.

Mpx, yq “ y cosx مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

y به نسبت
My “ cosx

Npx, yq “ 2 sin x مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
Nx “ 2 cosx نیستند برابر Nx Myو

Nx ´My “ cosx GGGGGGGGGA

Nx ´My

´N
“

cosx
y cosxq

“
1
y

y برحسب

GGGGGGGGGA µpyq “ e
ş Nx´My

´N dx “ e
ş 1

y dy

GGGGGGGGGA µpyq “ eln y “ y انتگرال ساز عامل

صورت این در باشد. xy برحسب فقط µتابعͬ انتگرال ساز عامل .٣ خاص حالت

u “ xy, µpx, yq “ µpuq GGGGGGGGGA µx “ ux.µu “ yµu, µy “ uy.µu “ xµu

p˚q
GGGGGGGGGGGGGGGGA xµu.M ´ yµu.N “ pNx ´Myqµ

GGGGGGGGGA µu “
Nx ´My

xM ´ yN
µ u برحسب

GGGGGGGGGA

dµ
µ

“
Nx ´My

xM ´ yN
dpxyq

انتگرال
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA lnpµpxyqq “

ż

Nx ´My

xM ´ yN
dxy

GGGGGGGGGA µpxyq “ e
ş Nx´My

xM´yN dxy انتگرال ساز عامل

٢٩



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

است. µpxyq “ e
ş Nx´My

xM´yN dxy انتگرال ساز عامل باشد، xy برحسب فقط Nx´My

xM´yN تابع اگر .١. ٣. ٢٢ نتیجه

بیابید. p2y sin x ` xy cos xqdx ` 2x sin xdy “ 0 معادله برای انتگرال ساز عامل ͷی .١. ٣. ٢٣ مثال

زیرا نیست کامل معادله حل.

Mpx, yq “ 2y sin x` xy cosx مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

y به نسبت
My “ 2 sin x` x cosx

Npx, yq “ 2x sin x مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
Nx “ 2 sin x` 2x cosx نیستند برابر Nx Myو

Nx ´My “ x cosx GGGGGGGGGA

Nx ´My

xM ´ yN
“

x cosx
x2y cosx

“
1
xy

xy برحسب

GGGGGGGGGA µpyq “ e
ş Nx´My

xM´yN dxy
“ e

ş 1
xy dxy

GGGGGGGGGA µpyq “ eln xy “ xy انتگرال ساز عامل

صورت این در باشد. x2 ` y2 برحسب فقط µتابعͬ انتگرال ساز عامل .۴ خاص حالت

u “ x2 ` y2, µpx, yq “ µpuq GGGGGGGGGA µx “ ux.µu “ 2xµu, µy “ uy.µu “ 2yµu

p˚q
GGGGGGGGGGGGGGGGA 2yµu.M ´ 2xµu.N “ pNx ´Myqµ

GGGGGGGGGA µu “
Nx ´My

2pyM ´ xNq
µ u برحسب

GGGGGGGGGA

dµ
µ

“
Nx ´My

2pyM ´ xNq
dpxyq

انتگرال
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA lnpµpxyqq “

ż

Nx ´My

2pyM ´ xNq
du

GGGGGGGGGA µpxyq “ e
ş Nx´My

2pyM´xNq du انتگرال ساز عامل

است. µpuq “ e
ş Nx´My

2pyM´xNq du انتگرال ساز عامل باشد، u “ x2 ` y2 برحسب Nx´My

2pyM´xNq
اگر .٢۴ .١. ٣ نتیجه

باشد. x` y برحسب فقط µتابعͬ انتگرال ساز عامل .۵ خاص حالت

u “ x` y, µpx, yq “ µpuq GGGGGGGGGA µx “ ux.µu “ µu, µy “ uy.µu “ µu

p˚q
GGGGGGGGGGGGGGGGA µu.M ´ µu.N “ µupM ´Nq “ pNx ´Myqµ

است. µpuq “ e
ş Nx´My

M´N du انتگرال ساز عامل باشد، u “ x` y برحسب فقط Nx´My

M´N اگر .٢۵ .١. ٣ نتیجه
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غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

منحنͬ دسته معادله ١. ٣. ٩

رابطه ،x به نسبت f از ضمنͬ مشتق با ابتدا fpx, y, cq “ 0 منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله کردن پیدا برای

منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله ،g و f رابطه دو این بین c حذف با سپس آورده دست به را gpx, y, y1, cq “ 0

ͬ کنیم. م حذف را ثابت ها و گرفته مشتق بار n داشت، ثابت عدد n منحنͬ دسته اگر ͬ شود. م نتیجه

کنید. پیدا را x2 ` y2 “ 2cx ͬ های منحن دسته معادله .٢۶ .١. ٣ مثال

حل.

x

y

x2 ` y2 “ 2cx p˚q
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
2x` 2yy1 “ 2c

GGGGGGGGGA x` yy1 “ c

p˚q
GGGGGGGGGGGGGGA x2 ` y2 “ 2px` yy1qx

GGGGGGGGGA y1 “
y2 ´ x2

2xy
. منحنͬ دسته معادله

کنید. پیدا را y “
c1

x
` c2 ͬ های منحن دسته معادله .١. ٣. ٢٧ مثال

حل.

x

y

y “
c1

x
` c2

مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ ´

c1

x2

مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y2 “

2c1

x3

حذف c1
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA xy2 ` 2y1 “ 0. منحنͬ دسته معادله

٣١



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

منحنͬ دسته پوش ١. ٣. ١٠

نباشد. حصول قابل معادله عمومͬ جواب از cثابت هیچ ازای به که است جوابی معادله، غیرعادی جواب

دسته آن ͬ های منحن تمام بر که است منحنͬ آن وجود، صورت در منحنͬ دسته ͷی پوش .١. ٣. ٢٨ تعریف

باشد. مماس نقطه) ͷی در ͬ هایش منحن از ͷی هر بر (و

دست به رابطه دو بین c پارامتر حذف و c به نسبت f از مشتق گیری با fpx, y, cq “ 0 منحنͬ دسته پوش

ͬ آید. م

کنید. مشخص را x sin c ` y cos c “ 1 ͬ های منحن دسته پوش .١. ٣. ٢٩ مثال

حل.

x

y

x sin c` y cos c “ 1 مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
x cos c´ y sin c “ 0

x sin c` y cos c “ 1 در ضرب
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

sin x

x sin2 `y sin c cos c “ sin c

x cos c´ y sin c “ 0 در ضرب
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

cos x

x cos2 c´ y sin c cos c “ 0

c حذف
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA x “ sin c, y “ cos c

GGGGGGGGGA x2 ` y2 “ 1

جمع

1 شعاع به دایره ای

fpx, y, cq “ منحنͬ دسته را F px, y, cq “ 0 اول مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی عمومͬ جواب .١. ٣. ٣٠ تعریف

است. منحنͬ دسته معادله غیرعادی جواب همان وجود) صورت (در منحنͬ دسته پوش بͽیرید. نظر در 0

٣٢



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

قائم مسیرهای ١. ٣. ١١

هر هرگاه نامیم هم دیͽر قائم مسیرهای را gpx, y, c1q “ 0 و fpx, y, cq “ 0 منحنͬ دسته دو .١. ٣. ٣١ تعریف

باشد. عمود دیͽر دسته ͬ های منحن از ͷی هر بر دسته ͷی معادلات از ͷی

مختصات: دستگاه های در fpx, y, cq “ 0 منحنͬ دسته قائم مسیرهای

حذف با که ͬ شود م حاصل gpx, y, y1, cq “ 0 رابطه ،x به نسبت f از ضمنͬ مشتق با دکارتͬ. مختصات الف.

دسته معادله در ´
1
y1

به y1 تغییر با سپس ͬ آید. م دست به منحنͬ دسته معادله ،g و f رابطه دو بین c

ͬ شود. م قائم مسیرهای یافتن به منجر آن حل و قائم مسیرهای معادله منحنͬ،

بیابید. را px3 ` 1qpy3 ` 1q “ c منحنͬ دسته قائم مسیرهای .١. ٣. ٣٢ مثال

حل.

px3 ` 1qpy3 ` 1q “ c
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
3x2py3 ` 1q ` 3y1y2px3 ` 1q “ 0

˜3
GGGGGGGGGGGGGGA x2py3 ` 1q ` y1y2px3 ` 1q “ 0

y1 Ñ ´ 1
y1

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA x2py3 ` 1q ´
1
y1
y2px3 ` 1q “ 0

dx
dy

“ 1
y1

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA x2py3 ` 1q “
dx
dy
y2px3 ` 1q

GGGGGGGGGA

py3 ` 1qdy
y2 “

px3 ` 1qdx
x2

GGGGGGGGGA py `
1
y2 qdy “ px`

1
x2 qdx

انتگرال
GGGGGGGGGGGGGGGGGA

ż

py `
1
y2 qdy “

ż

px`
1
x2 qdx

انتگرال با فرض
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

y´2 “ 1{y2

y2

2
´

1
y

“
x2

2
´

1
x

` c قائم مسیرهای

منحنͬ دسته معادله

قائم مسیرهای معادله

ͬ پذیر جدائ معادله

ͬ گذرد. م p´1, 1q نقطه از که بیابید را y “ kx3 منحنͬ دسته قائم مسیر .١. ٣. ٣٣ مثال

ͬ کنیم: م پیدا را منحنͬ دسته معادله ،k حذف و مشتق گیری با حل.

٣٣



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

x

y
y “ x3y “ ´x3

y “ x3

2y “ ´x3

2

y “ x3

3y “ ´x3

3

y “ x3

4y “ ´x3

4

y “ x3

6y “ ´x3

6

y “ x3

12y “ ´x3

12

y2

2 ` x2

6 “ 2
3

y “ kx3 مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

x به نسبت
y1 “ 3kx2

k حذف
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

y

y1
“
x

3
منحنͬ دسته معادله

y1 Ñ ´ 1
y1

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA ´ yy1 “
x

4
قائم مسیرهای معادله

y1 Ñ dy{dx
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA ´ y

dy
dx

“
x

3
Ñ ´ydy “

xdx
3

ͬ پذیر جدائ معادله

GGGGGGGGGA

y2

2
`
x2

6
“ k

p´1, 1q نقطه
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

12

2
`

p´1q2

6
“ k Ñ k “

2
3

GGGGGGGGGA

y2

2
`
x2

6
“

2
3

قائم مسیرهای

رابطه از کافیست ϕpr, θ, cq “ 0 ͬ های منحن دسته قائم مسیرهای کردن پیدا برای قطبی. مختصات ب.

دسته دیفرانسیل معادله تا کنیم حذف را c پارامتر رابطه، دو بین و گرفته مشتق θ متغیر به نسبت موجود

دست به قائم مسیرهای معادله منحنͬ، دسته معادله در ´r2 dθ
dr

به dr
dθ

تبدیل با سپس شود. پیدا منحنͬ

ͬ شود. م نتیجه قائم مسیرهای آن حل با که ͬ آید م

بیابید. را r “ kp1 ` cos θq منحنͬ دسته قائم مسیرهای .٣۴ .١. ٣ مثال

٣۴



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

حل.

x

y

r “ kp1 ` cos θq
مشتق

GGGGGGGGGGGGGGGA

θ به نسبت

dr
dθ

“ ´k sin θ

k حذف
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

dr
dθ

“
´r sin θ
1 ` cos θ

منحنͬ دسته معادله

dr{dθ Ñ ´r2dθ{dr
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA ´ r2 dθ

dr
“

´r sin θ
1 ` cos θ

قائم مسیرهای معادله

GGGGGGGGGA

dr
r

“
1 ` cos θ

sin θ
dθ ͬ پذیر جدائ معادله

انتگرال
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA ln r “

ż

p
1

sin θ
`

cos θ
sin θ

qdθ

GGGGGGGGGA ln r “

ż

dθ
sin θ

`

ż

cos θdθ
sin θ

GGGGGGGGGA ln r “

ż 2tdt
1`t2

2t
1`t2

` lnpsin θq t “ tan
θ

2
متغیر تغییر

GGGGGGGGGA ln r “ lnptan θ
2

q ` lnpsin θq ` ln c

GGGGGGGGGA ln r “ ln cp1 ´ cos θq

GGGGGGGGGA r “ cp1 ´ cos θq

بیابید. را x2 ` y2 “ cy دوایر دسته قائم مسیرهای .٣۵ .١. ٣ مثال

ͬ کنیم. م استفاده قطبی مختصات دستگاه از دوایر دسته قائم مسیرهای کردن پیدا برای حل.

٣۵



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

x

y

x2 ` y2 “ cy
x2 ` y2 “ r2

GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

y “ r sin θ

r2 “ c.r sin θ Ñ r “ c sin θ

مشتق
GGGGGGGGGGGGGGGA

θ به نسبت

dr
dθ

“ c cos θ

c حذف
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

dr
dθ

“ r cot θ منحنͬ دسته معادله

dr{dθ Ñ ´r2dθ{dr
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGGA

dr
r

“ tan θdθ قائم مسیرهای معادله

انتگرال
GGGGGGGGGGGGGGGGGGGA ln r “

ż

tan θdθ

GGGGGGGGGA ln r “ ln cos θ ` ln k

GGGGGGGGGA r “ k cos θ Ñ r2 “ k.r cos θ

GGGGGGGGGA x2 ` y2 “ cy دوایر دسته قائم مسیرهای

٣۶



غیر خطͬ اول مرتبه معادلات اول١. ٣. مرتبه معادلات .١ فصل

newlabel[٢] newdestlabel[٢]

٣٧



اول مرتبه معادلات .١ غیر خطͬفصل اول مرتبه معادلات .١. ٣

٣٨



مراجع

٣٩



نمایه

۵ معادله، خصوصͬ جواب

۵ معادله، عمومͬ جواب

۵ معادله، غیرعادی جواب

٩ انتگرال، خم های

٢۶ انتگرال ساز، عامل

۵ اولیه، مقدار مسئله

٣٢ قائم، مسیرهای

معادله

١۴ برنولͬ،

١٢ ͬ پذیر، جدائ

٢٢ ریͺاتͬ،

٢۴ لاگرانژ،

۶ اول، مرتبه

۶ خطͬ،

١١ غیرخطͬ،

١٩ همͽن،

١۶ کامل،

٢۵ کلرو،

۴ جزئͬ، مشتقات با معادله

٣٠ منحنͬ، دسته معادله

۴ دیفرانسیل، معادله

۴ معمولͬ، دیفرانسیل معادله

٣١ منحنͬ، دسته پوش

۴٠
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