
  
  
  

   
  كران دار و بي ي كران  ـ دنباله1

n{aي دنباله :دار از بالا ي كران تعريف دنباله دار نامند؛ هرگاه عددي حقيقي  را از بالا كران{
تر يا ك كوچnaي هاي دنباله ، جملهnازاي هر عدد طبيعي   وجود داشته باشد طوري كه بهkمانند

  :ه بيان ديگر داريمب.  باشندkمساوي
nk n : a k       ي  دنبالهn{a   .دار است  از بالا كران{

n{aي  را يك كران بالاي دنبالهkصورت،  در اين   . نامند{
n{aي  يك كران بالاي دنبالهkتوجه داشته باشيم كه اگر   نيز يكkتر از  باشد، هر عدد بزرگ{

گاه اين دنباله داراي دار باشد، آن اي از بالا كران كران بالاي دنباله خواهد بود؛ در واقع اگر دنباله
  .باشد شمار كران بالايي مي بي

n{aي دنباله :دار از پايين ي كران تعريف دنباله دار نامند؛ هرگاه عددي حقيقي از پايين كران را {
تر يا  بزرگnaي هاي دنباله ، جملهnازاي هر عدد طبيعي   وجود داشته باشد طوري كه بهmمانند

  :به بيان ديگر داريم.  باشندmمساوي
nm n : a m       ي  دنبالهn{a   .دار است پايين كران از {

n{aي  را يك كران پايين دنبالهmصورت،  در اين   .نامند {
n{aي  يك كران پايين دنبالهmتوجه داشته باشيم كه اگر   يك نيزmتر از  باشد، هر عدد كوچك {

گاه اين دنباله داراي د، آندار باش ز پايين كراناي ا كران پايين دنباله خواهد بود؛ در واقع اگر دنباله
  .باشد شمار كران پاييني مي بي

  .دار نامند ي كران دار باشد، دنباله اي كه هم از بالا و هم از پايين كران دنباله :دار ي كران تعريف دنباله

ي آيا مجموعه  n
A n 1 ي  در مجموعهدار است؟ چرا؟ ، كران  

n، عددي طبيعي است، پسnچون   1،و در نتيجه 
n

 10 1 . 

تر هستند؛ به عبارت ديگر، تمام اعداد حقيقي منفي يا  از صفر، بزرگAي   عضوهاي مجموعهتمام
  .دار است ز پايين، كران اAي   هستند، پس مجموعهAتر يا مساوي عضوهاي  صفر، كوچك

تر يا مساوي با عدد يك، هستند؛ به عبارت ديگر، تمام اعداد  كوچكA ي مجموعه عضوهاي تمام
ي باشند، پس مجموعه ترند و يا مساوي آن مي  يا بزرگA از عضوهاي 1تر يا مساوي  حقيقيِ بزرگ

Aدار است  از بالا، كران.  
ي دار است، بنا به تعريف، اين مجموعه در مجموعه ين، كران هم از بالا و هم از پايAي  چون مجموعه

دار است كران.  
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  71    پلكان آموزش / 2 بخش  

ي آيا مجموعه  n
A n n  1 ي  در مجموعهدار است؟ چرا؟ ، كران  

n، عددي طبيعي است، پسnچون   1تيجه، و در ن
n

 10 بنابراين. 1
n

n n   12 1
 حقيقيعددهاي هستند، به عبارت ديگر، تمام 2تر يا مساوي   بزرگAي   عضوهاي مجموعهتمام

  .دار است  از پايين، كرانAي  تر هستند، پس مجموعه  كوچكA، از عضوهاي 2تر يا مساوي  كوچك
ترين عدد طبيعي وجود ندارد، پس عددي حقيقي دار نيست، زيرا بزرگ  كران از بالا،Aي  مجموعه

nصورت  كه بهعددهاييوجود ندارد كه از تمام 
n

  ازAي  تر باشد چون مجموعه  هستند بزرگ1
  .دار نيست كراني دار نيست، بنا به تعريف، اين مجموعه، در مجموعه بالا، كران

ي نشان دهيد دنباله  sinn
n

2دار است  كران.  

sin طبيعي، داريمnدانيم براي هر  مي  n  1 sin، پس1 n  1 2 ازاي هر از طرفي به. 3
nطبيعي، داريم 

n
 10 همگي مثبت هستند در هم ضرب كنيم،اگر اين دو نابرابري را كه . 1

sinشود  طبيعي، نتيجه ميnازاي هر  شوند و به ها عوض نمي جهت n
n

 20 ؛ يعني عدد صفر،3
، يك كران بالايي دنباله است، به بيان ديگر، اين دنباله هم از بالا و هم از پايين3يك كران پاييني و 

  .دار است باله، كراندار است، در نتيجه، اين دن كران
n{aي  اگر در دنباله:تذكر n|a طبيعي داشته باشيم،nازاي هر  به { | kدار گاه اين دنباله كران ، آن

nkشود است، زيرا از اين رابطه نتيجه مي a k   ؛ يعنيk كران پاييني و يكkيك كران 
  . دار است بالايي دنباله است، پس دنباله، كران

اگر 
nna     2 3

1 1 1 1
3 3 3 3دار است گاه ثابت كنيد اين دنباله، كران ، آن.  

1ازاز دومين عامل به بعد در مجموع فوق، اگر  
  :اهيم داشت فاكتور بگيريم، خو3

    
n n n n

n

n

a

a ( )


           2 2 13
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 3 3 33 3 3 3 3 33
 



  :، ضرب كنيم، خواهيم داشت3اگر دو طرف اين تساوي را در 

    
n n nn n n na a a a ( )        1 1 1 13 1 2 1 123 3 3

ي  رابطه،nازاي هر عدد طبيعي  چون به
n
1  برقرار است، پس03

n
| | 11  يا13

n
| | 1 1 112 23،

n|aپس |  1
  .دار است  و بنا بر تذكر فوق، اين دنباله، كران2

نهايت كران دار باشد، داراي بي اي از بالا كران  اگر مجموعه:تعريف سوپريمم يك مجموعه
ترين عضو، وجود داشته باشد، آن عضو را سوپريمم هاي بالايي، كوچك اگر در بين كران. بالايي است

 آنهاي بالايي را در صورت وجود، سوپريمم نيمم كران به بيان ديگر، عضو مي. ي مورد نظر نامند همجموع
Sup(A) باشد، آن را با نمادAي  ترين كران بالايي مجموعه ، كوچكa اگر .نامند مجموعه مي a

  .دهند نمايش مي
نهايت كران دار باشد، داراي بي ، كراناي از پايين  اگر مجموعه:تعريف اينفيمم يك مجموعه

ترين عضو وجود داشته باشد، آن عضو را اينفيمم هاي پاييني، بزرگ اگر در بين كران. پاييني است
 آنهاي پاييني را در صورت وجود، اينفيمم به بيان ديگر عضو ماكزيممِ كران. ي مورد نظر نامند مجموعه

Inf باشد، آن را با نمادAي  ران بالايي مجموعهترين ك ، كوچكb اگر .نامند مجموعه مي (A) b

  .دهند نمايش مي
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

آقا، چرا تو اين مسئله نوشتين 
sin n  1 دونيم   در صورتي كه مي1
sin n  1 1.  

برحسب راديان  nجا  ببين عزيزم در اين
 اش  است كه زاويه1است و سينوس وقتي 

nkn 2 ) يا2 k )n 12  باشد ولي اين 2
گاه  گاه عددي طبيعي نيست، پس هيچ هيچ

شود و با استدلالي مشابه   نمي1برابر 
 نيز -1گاه برابر  شود كه هيچ معلوم مي

  .نخواهد شد
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  دنباله      72

nnي ثابت كنيد مجموعه  ( )
n

A n
  

  
 

4 1 آيا داراي عضو ماكزيمم. دار است  كران
  طور؟ نيمم چه است؟ عضو مي

  :گاه داريم ، عددي طبيعي و زوج باشد، آنn اگر 

    n n
n

n max( ) /n ( ) n ( )n
n n nn

/
          

12 54 1 4 114 1 4 4 4 5

  :گاه داريم ، عددي طبيعي و فرد باشد، آنnو اگر 

    
n n

n
n min( )n ( ) n ( )n

n n nn

           
11 14 1 4 114 1 4 3 4

nnگاه خواه باشد، آن ، عددي طبيعي و دلnپس اگر ( )
n

/
  4 13 4 دار ، كرانAي  ؛ يعني مجموعه5

  .  عضو ماكزيمم اين مجموعه است5/4نيمم و   عضو مي3در ضمن، . است
  

ي مجموعهي  كدام گزينه در باره ـ 1 n
n

A nsin cosn n   1
2 درست است؟   

  . استدار كران نيست ولي از پايين دار كراناز بالا ) 2  . نيستدار كران است ولي از پايين دار كران بالااز ) 1
  .نه كران بالا دارد و نه كران پايين) 4    . استدار كران )3

   است؟دار كران ،مجموعهكدام  ـ 2
1(  n

n 1 0  2( n n2   3( n n      4(ها يك از اين  هيچ  
  ؟باشد نميدار   كرانمجموعهكدام  ـ 3

1( 
n

|n { } 3
1 0  2( x | x , x 2 2  3( n|n|

n
|n


2 2   4( n

n
|n




2
10   

  ؟نيستدار   كرانمجموعهكدام  ـ 4
1( n

n
| n { }


 1 11   2( n

n
| n


12   3( a

a
| a




2
2

1
2   4( x x | x | , x   2 6 0  

)nترين كران بالاي مجموعه ين كران پايين و كوچكتر بزرگ مجموع ـ 5 )

(n )
A | n





 
  
 

1
2

1
3 كدام گزينه است؟   

1(

9

16 25  2(

8

16 25  3(

9

16 25  4(

41

16 25  

ي ن كران پايين مجموعهيتر بزرگترين كران بالا و   كوچكاختلاف ـ 6
n

A { | n , n }


    2
1 7 31 كدام است؟   

1(2
25  2(36

37  3(48
49  4(32

185  
  

  .دار است گاه اين دنباله، كران گرا باشد، آن اي هم  اگر دنباله:قضيه

  .وق را ثابت كنيدي ف قضيه 

n{aي  اگر دنباله  گرايي، براي هر گرا باشد، بنا به تعريف هم  همLبه  { 0اي طبيعي  شماره
  :وجود دارد طوري كه از آن شماره به بعد، بايد داشته باشيم

    n n n|a L| a L L a L                  

L، عددMتر از  ي بزرگ مارههاي با ش جملهبراي  پس   يك كران پايين و L  يك كران بالاي 
باشند و در دار مي ها نيز كران  پس آن،اند  نيز تعريف شدهMي   شمارهز جملات قبل ا.دنباله است

  .اشدب دار مي  در كل، اين دنباله كراننتيجه
ي له اگر دنبا:قضيه naي دار و دنباله اي كران  دنباله nbي گاه دنباله گرا باشد، آن  به صفر هم
 n na .bگراست  نيز به صفر هم.  
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  73    پلكان آموزش / 2 بخش  
ي ي فوق، لزومي ندارد كه دنباله  در قضيه:تذكر مهم naباشد،دار ا باشد، تنها كافي است كرانگر  هم 

  .باشد دار نيز مي گرا باشد، خود به خود، كران هر چند اگر هم

ي گرايي دنباله ي هم نقطه  n

n n
sin n

 
2

3 1 3   . را مشخص كنيد11

sinي  طبيعي، رابطهnازاي هر  واضح است كه به  n   1 3 1  برقرار است، پس اين1
nي از طرفي دنباله. دار است كراندنباله، 

n n


 2

3 1
ي فوق، گراست، در نتيجه بنابر قضيه  به صفر هم1

  .گراست ي مفروض، به صفر هم دنباله

هاي اگر دنباله  naو  nbي گرا باشند و دنباله ه عددي يكسان هم بn{c دار  كران{
nي گرايي يا واگرايي دنباله ي هم باشد، درباره n n{(a b ).c }توان گفت؟  چه مي  

nي واضح است كه دنباله  n{a b }گراست و چون  به صفر همn{c دار است، پس  كران{
nي دنباله n n{(a b )c }گراست  نيز به صفر هم.  

    

n{aي ي عمومي دنباله  ـ جمله7 nصورت  به{
n

n na
a n

    

2
1
5 n{aي كه دنباله  در صورتي؛ است44 sinn k sinn}گرا باشد، مقدار  هم 

   كدام است؟kدديع
1 (2  2 (3  3( 4  4 (5  

ي  ـ دنباله8
n

n
n( )n n na cos

n nn n

 
  2 2

12 1
2 1 1 22 1 1

  گرا است؟  به چه عددي هم
)3  1) 2  صفر) 1   واگرا) 4  12

  

  ها نوايي دنباله يك ـ 2
n{aي  دنباله:ي صعودي تعريف دنباله   :ا صعودي نامند، اگر داشته باشيم ر{

  n nn : a a  1

n{aي  دنباله:ي نزولي تعريف دنباله   : را نزولي نامند، اگر داشته باشيم{
  n nn : a a  1

n{aي  دنباله:نوا ي يك تعريف دنباله  تنها صعودي يا تنها هرگاه اين دنباله،نوا نامند؛  را يك{
  .نزولي باشد

  نوا هاي اكيداً يك دنباله ـ 3
n{aي دنباله :ي اكيداً صعودي تعريف دنباله   :اً صعودي نامند، اگر داشته باشيمد را اكي{

  n nn : a a  1

n{aي دنباله :ي اكيداً نزولي تعريف دنباله   :اشته باشيم را اكيداً نزولي نامند، اگر د{
  n nn : a a  1

n{aي دنباله :نوا ي اكيداً يك تعريف دنباله  هرگاه اين دنباله، تنها اكيداً،نوا نامند  را اكيداً يك{
  . صعودي يا تنها اكيداً نزولي باشد

nاي مثبت باشند و داشته باشيم  اگر تمام جملات دنباله:تذكر مهم

n

a

a
n :   1 1گاه دنباله، ، آن

nصعودي است و اگر داشته باشيم

n

a

a
n :   1 1گاه دنباله، نزولي است ، آن.  

nاي، مثبت باشند و داشته باشيم اگر تمام جملات دنباله

n

a

a
n :   1 1ًگاه اين دنباله، اكيدا ، آن

nصعودي است و اگر داشته باشيم

n

a

a
n :   1 1گاه اين دنباله، اكيداً نزولي است ، آن.  
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  دنباله      74

باشد اما عكس اين نوا نيز مي گاه اين دنباله، يك نوا باشد، آن اي اكيداً يك  اگر دنباله:تذكر مهم
نواست ولي اي يك ي ثابت، دنباله نبالهمطلب، در حالت كلي درست نيست، زيرا به عنوان مثال، د

  )تواند نزولي باشد تواند صعودي باشد و هم مي ي ثابت هم مي دنباله (.نوا نيست كاكيداً ي

ي نوايي دنباله يك  n
n
2   . را تحقيق كنيد1

  :، پس)چرا؟(هاي دنباله، مثبت هستند  چون جمله 

  تر است ، بزرگ آنزيرا صورت كسر، همواره از مخرج       
(n )

(n )n
nn n

a

a


 



 

2 1
1 11

2
1

2 (n ) 21
2

n n

n nn(n )

  


2
2

2 1 1
22

  .نواست در نتيجه، اين دنباله، اكيداً صعودي و بنابراين، صعودي است، پس يك

ي نشان دهيد دنباله  n

n!

12نزولي است .  

  :، پس)چرا؟(هاي دنباله، مثبت هستند  چون جمله 

    
n

n

n n(n )!n
n nn

n!

a n! n!
a n(n )! [n! (n )]


 

      
   1

2 111
1 12

22 2 2 112 1 2 1

  . در نتيجه، اين دنباله، نزولي است، تر يا مساوي مخرج است زيرا صورت كسر، همواره كوچك

  )اصل كمال(اصل تماميت  ـ 4
ترين دار باشد، داراي كوچك ي ناتهي از عددهاي حقيقي كه از بالا كران هر زير مجموعه :اصل تماميت

  .است) سوپريمم(كران بالايي
]ي عنوان مثال، بازه به , ]1 دار است، دهاي حقيقي و از بالا كراني ناتهي از عد يك زيرمجموعه 2

]ي بازه. باشد  مي2ترين كران بالايي مانند  پس داراي كوچك , )1 ي ناتهي از نيز يك زيرمجموعه 2
  .باشد  مي2ترين كران بالايي مانند  دار است، پس داراي كوچك عددهاي حقيقي و از بالا كران

ترين كران بالاي يك مجموعه در صورت وجود، ك نمود كه كوچكتوان در از اين دو مثال، مي
  .دليلي ندارد عضوي از همان مجموعه باشد

  :شود ي زير حاصل مي از اصل تماميت، نتيجه
دار باشد، داراي ي عددهاي حقيقي كه از پايين كران ي ناتهي از مجموعه  هر زيرمجموعه:نتيجه

  .است) اينفيمم(ترين كران پاييني  بزرگ
ي  اگر دنباله:قضيه na گراست دار باشد، هم اي صعودي و از بالا كران دنباله.  

  .ي فوق را ثابت كنيد قضيه 

ي تمام عضوهاي دنباله  na اي مانند  را در مجموعهSدهيم، پس داريم  قرار مي
 nS a n  .ه، داراي عضوهاي حقيقي است، پس چون دنبالSي ناتهي از  زيرمجموعه

ترين كران بالا ي عددهاي حقيقي است و بنابر اصل تماميت، اين مجموعه داراي كوچك مجموعه
ي كنيم دنباله ناميم و ثابت مي  ميLترين كران بالاي اين مجموعه را  كوچك. باشد مي na  بهL

nn  .گراست هم : a L  L  كران بالاي يكSاست 
فرض كنيم 0داده شده باشد، چون L L  پس ،L  تواند يك كران بالاي   نميS زيرا( باشد

Lترين كران بالاي   كوچكSپس عددي طبيعي مانند ) است ،Mد دارد ظوري كه وجوMa L   و
  :چون دنباله صعودي است، پس داريم

    n M nn M a a L a L ( )          1
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
ي  رسه كه هر زيرمجموعه نظر مي به! آقا

ي عددي داراي  ز هر مجموعهناتهي ا
ي  سوپريمم باشه مثلاً مجموعه

 A x x , x   1  يك زير 2
ي ناتهي از عددهاي گوياست و  مجموعه

  . سوپريمم اونه2داره و  از بالام كه كران
 سئوالم اينه كه چرا تو اصل تماميت همش

 ي كنين كه باهاس زيرمجموعه اصرار مي
 باشه.  

ببين عزيزم، شما يك مثال زديد و ديديد 
 ي اي ناتهي از مجموعه كه زيرمجموعه
دار است داراي سوپريمم  كه از بالا كران

ي  باشد ولي اين براي هر زيرمجموعه مي
 برقرار دار از بالا در ناتهي و كران

ي  نوان مثال، مجموعهع به. نيست
 B x x , x  2 2 اي   زيرمجموعه

 است ولي داراي دار در ناتهي و كران
 علت اين است كه. سوپريمم نيست

x  2 ترين  كوچك 2ولي 2
 .دباش كران بالاي آن نيست، چون گويا نمي

aاگر فرض كنيم عدد گوياي  2 
 2 وaسوپريمم آن باشد، چون بين 

نهايت عدد گويا وجود دارد و تمام  بي
  هستند؛ يعني عضويBي  ها در مجموعه آن

تر   هست كه از سوپريمم بزرگBدر 
به همين . باشد و اين تناقض است مي

aدد گويايترتيب اگر ع  سوپريمم  2
  . رسيم آن باشد، باز هم به تناقض مي

  

32 
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  75    پلكان آموزش / 2 بخش  
L است، پسSترين كران بالاي   كوچكLچون   نيز يك كران بالاي Sاست و داريم :  

    nn a L     

nازاي هر  برقرار است، پس بهnاي هر عدد طبيعي از ي بالا به چون رابطه M  از. برقرار استنيز
nn  :شود ي فوق نتيجه مي رابطه M a L ( )      2

nn  :شود نتيجه مي) 2(و ) 1(از روابط  M a L       

nn    يا M a L      

ي گرايي دنباله  همعبارت فوق، معادل با na به Lاست .  
   فوقي اي از قضيه نتيجه

ي اگر دنباله :نتيجه na گراست دار باشد، هم  كرانپايين و از نزولياي  دنباله.   
  :ي زير را خواهيم داشت ي آن قضيه ي فوق و نتيجه از قضيه
  .گراست ، هم باشددار نوا و كران  يك كهيا نباله هر د:ي وايراشتراس قضيه

ي نشان دهيد دنباله  n

n!

12گرايي اين دنباله را پيدا كنيد؟ ي هم توانيد نقطه آيا مي. گراست  هم 

كنيم تمام جملات اكنون ثابت مي. نواست  ثابت كرديم كه اين دنباله، نزولي است، پس يك33در مثال  
  :كنيم براي اين منظور، از روش استقراي رياضي استفاده مي.  هستند1تر يا مساوي  اله كوچكاين دنب

n  درست است     a    1
21 1 11


k  فرض استقرا    

kn k a
k!


   

12 1

nاكنون بايد ثابت كنيم اگر k 1گاه ، آنk

ka
(k )!  

1
2   .باشد ان حكم استقرا مي كه هم11

    k k k

ka
(k )! k! (k ) k! k

 


   
   

1 1
1

22 2 2 2
1 1 1

  بنا بر فرض استقرا    21 12  
n|a، داريمnازاي هر عدد طبيعي  پس به | 1دار است ؛ يعني دنباله، كران.  

  .گراست ن دنباله، همي وايراشتراس، اي دار است، بنابر قضيه نوا و هم كران چون دنباله، هم يك
تر از صورت يابند، اما رشد مخرج، سريع ، هم صورت و هم مخرج دنباله، افزايش ميnبا افزايش

اين فعلاً يك حدس است و نه اثباتي. ا باشدگر توان انتظار داشت كه دنباله به صفر هم است، پس مي
با استقراي. كنيم شردگي استفاده ميي ف گراست از قضيه كه دنباله به صفر هم براي اثبات اين. رياضي
!nnي  طييعي، رابطهnازاي هر  شود كه به  به سادگي ثابت مي،n روي رياضي   برقرار است،23

پس nn n

nn!

 


   

11 1
2

12 2 20 3 33
ي ي ثابت صفر و دنباله چون دنباله.  n

11 2
3 هر دو به صفر 3

  .گراست ي موردنظر نيز به صفر هم  دنبالهي فشردگي  بنابر قضيه پسگرا هستند، هم
هاي دنباله مثبت توانستيم بگوييم كه تمام جمله  ديديم كه دنباله نزولي است مي35مثال  در :تذكر

  .گراست دار است و در نتيجه هم هستند يعني از پايين كران

ي ثابت كنيد دنباله  n n 1گراست  هم.  

n طبيعي داريمnواضح است كه براي هر   n 1پس ،n n  1 ؛ يعني اين دنباله،0
  :از طرفي. دار است از پايين، كران

    n

n

a ( n n )( n n )n n n n
a n n n n ( n n )( n n )
            

        
1 2 1 12 1 2 1

1 1 1 2 1
    n n

n n

  
  

1 12 1  

  . گراست  هم، اين دنبالهبنابر قضيهت، در نتيجه دار اس يعني اين دنباله، نزولي و از پايين كران
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  دنباله      76

cos}ي ثابت كنيد دنباله  }
n

  .گرايي آن را مشخص كنيد ي هم گراست و نقطه  هم2

واضح است كه   


0 2 ي ، پس زاويه2
n

،nبا افزايش .  در ربع اول است2

n

 كاهش2

،nدر نتيجه با افزايش . و در ربع اول با كاهش زاويه، كسينوس آن افزايش خواهد يافت. يابد مي
cosمقدار

n

cosياز طرف. ؛ يعني دنباله صعودي استيابد  نيز افزايش مي2

n
 12پس دنباله از بالا ،

دار است، پس بنابر بر قضيه كرانچون دنباله صعودي و از بالا . گراست  نتيجه همدار است و در كران
 .گراست  هم1 است، پس دنباله به 1گرايي آن سوپريمم آن است و سوپريمم اين دنباله  ي هم نقطه

 

  . معروف استها دنباله كه به آزمون مقايسه در كنيم مياكنون مثالي مطرح 

n{aهاي اگر در دنباله  n{b و{ n، داشته باشيمnازاي هر عدد طبيعي   به{ na b 0و 
n{aي بدانيم دنباله   :گاه ثابت كنيد نوا است، آن يك {

n{bي اگر دنباله) الف   n{aي بالهگاه دن گرا باشد، آن هم {   .گراست  نيز هم{
n{aي اگر دنباله) ب   n{bي گاه دنباله واگرا باشد، آن {   . نيز واگراست{

n{bچون) الف  ؛ يعني عدديتدار اس كراندار است و در نتيجه از بالا نيز  گراست، پس كران  هم{
nb طبيعي، داريمnازاي هر   وجود دارد طوري كه بهMمانند Mكه بنا به فرض  و با توجه به اين
nداريم na b 0ازاي هر  ، در نتيجه بهnطبيعي داريم na M 0ي ، در نتيجه دنبالهn{a دار كران {

n{aي است و چون بنا به فرض، دنباله .گراست ي وايراشتراس، اين دنباله هم نواست، پس بنابر قضيه  يك{
n{bي  اگر فرض كنيم دنباله)ب n{aي بايد دنباله) الف(، بنا بر قسمت )فرض خلف(گرا باشد   هم{ }

باشد، پس فرض خلف، باطل است، يعني مي) ب(گرا باشد و اين خلاف فرض در قسمت  هم
n{bي دنباله    . واگراست{

n{aي دنباله    :، تعريف شده استمقابل صورت به {
n n

a

n : a a

 

   

1
1
2

2

  .گرايي آن را پيدا كنيد ي هم ست و نقطهگرا ثابت كنيد اين دنباله، هم

naواضح است كه  a a   1 2  رسد كه تمام نظر مي به. ؛ يعني دنباله، صعودي است
 طبيعي داشته باشيمnازاي هر  رسد به نظر مي  باشند؛ يعني به2تر از  جملات اين دنباله، كوچك

na    .كنيم ، ثابت ميnوش استقراي رياضي روي اين حدس را با ر. 2
n  درست است     : a  11 2 2
kn   فرض استقرا     k : a  2
kn   حكم استقرا     k : a   11 2

kاما با توجه به فرض استقرا داريم ka a     1 2 2 2   .؛ يعني حكم استقرا برقرار است2
naچون 0 ي وايراشتراس، نوا نيز هست، بنابر قضيه جا كه يك دار است و از آن ، پس اين دنباله، كران2

  . گراست اين دنباله، هم
nگاه گرا باشد، آن  همLاگر اين دنباله، به 

n
a Llim


وn

n
a Llim 


1.  

  :اكنون داريم n n n na a a a     2
1 12 2

     n n
n n

L
a a L L

L
lim lim
 

 
       


2 2

1
12 2 2

تواند منفي باشد و در نتيجه تر از صفر هستند، پس حد آن نيز نمي چون تمام جملات دنباله، بزرگ
L  2.  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
ميشه اين مسئله رو اين جوري به ! آقا

  خاطر بسپرم؟
 ي ي بزرگه، همگرا باشه، دنباله اگه دنباله

  گراست كوچيكه نيز هم
اگر كوچيكه واگرا باشه، بزرگه هم 

  .واگراست
 درست است، منتهي بايد شرايط! ببين جانم

 نوايي باشند؛ يعني يكمطرح شده نيز برقرار 
 .تر و منفي نبودن دو دنباله ي كوچك دنباله

  
  

 39كه در مثال اي  هايي مانند دنباله دنباله
هاي بازگشتي  ه شده است را دنبالهيارا

گذاري اين است كه  علت اين نام. نامند
ي چهارم را  اگر به فرض، بخواهيم جمله

ي سوم را بيابيم  پيدا كنيم، ابتدا بايد جمله
ي دوم را  و براي اين منظور بايد جمله

؛ يعني به عقب ..... داشته باشيم، 
 .كنيم بازگشت مي

  
  
 جوري ببخشين، ما اين مسئله رو اين! آقا

گرا   همLكنيم كه اگه دنباله به  حل مي
nباشه، از na a  1   :شه  نتيجه مي2

  L L  2  
  L L L L     2 22 2 0  

  هستن و چون2 و - 1جواباي اين معادله، 
 هاي دنباله، مثبتن، پس حدش منفي جمله

Lنيست، در نتيجه 2 .رو  چرا هي لقمه
  دور سرمون بچرخونيم؟
 ايد  را بر اين گذاشتهببين عزيزم، شما فرض

باشد ولي هنوز از  گرا مي كه دنباله هم
به عنوان . ايد گرايي آن مطمئن نشده هم

  :ي زير را در نظر بگيريد مثال، دنباله
   n

a
a an




1
1
2

2  
 ي پر واضح است كه اين دنباله، يك دنباله

 دار  است، پس كران2هندسي با قدر نسبت 
 ي اما اگر با شيوه. راستنيست و درنتيجه واگ

چه دنباله  شما مسئله را حل كنيم، چنان
nگاه از گرا باشد، آن  همLبه  na a 1 2 

Lخواهيم داشت L2يا L 0!!! 
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  :شود صورت زير نيز نمايش داده مي  به39ي مثال   دنباله:تذكر

  na    2 2 2

  :شود صورت زير نمايش داده مي گرايي آن نيز به و هم   2 2 2 2

n عدد حقيقي و مثبت باشد و براي هرcاگر  
na c ; n ي ، ثابت كنيد دنبالهn{a }

  .گراست سپس مشخص كنيد به چه عددي هم. گراست هم

cاگر  1گاه ، آنna 1ي ثابت  و دنباله{  .گراست  هم1 به 1{

cاگر 0 n  : داريمnازاي هر ، به1
n(n ) n(n )n n n

nn

a c c c ( )
a cc

       
1 11 11 1 11 1 1

چون
c
1 n(n، پس1 )( )

c
 
1
11 n{aي  دنباله، پس1 هاي دنباله از ي جمله ضمناً همه.  صعودي است{

اگر. گراست ي وايراشتراس دنباله هم بنابر قضيه. دار است تر هستند، يعني دنباله از بالا كران  كوچك1

nnگاه گرا باشد، آن  همLدنباله به 
lim a L


 .از طرفيn
na (c )

1
ncي  و دنباله22

 
 
 

1
اي  زيردنباله2

n{aي از دنباله   :گراست، در نتيجه  همLباشد؛ پس اين دنباله نيز به   مي{

    n
nn n

L lim a lim (c ) L L L
 

    
1

2 2 22

Lپس 0يا L 1 .ازاي هر اما بهn،na c 0پس nn
lim a c


يا L c 0بنابراين ،L 0

cاگر. گراست  هم1در نتيجه دنباله به عدد . قابل قبول نيست 1گاه ، آن
c

 10   : در نتيجه1

    n
n

n
a c

c

  1
1

nي بنابر قسمت قبل دنباله
c
زيرا(گراست   هم1 به 1

c
 10 n{aي پس دنباله) 1 .گراست  هم1 نيز به {

}nي ثابت كنيد دنباله  n   .گراست  هم1 به {

nازاي هر واضح است كه به  1،n n 1 .پس اگر فرض كنيمn
nn a 1ازاي گاه به ، آن

nهر 1،na 0 .از طرفيn
nn ( a ) 1داريم. نويسيم اي طرف دوم اين رابطه را مي ، بسط دوجمله:

    n n n n
n(n ) n(n ) n(n )

n na a a n a
  

        2 2 21 1 11 1 12 2 2

nچون 1در نتيجه ،n  1 nصورت ي فوق به ؛ پس رابطه0
n a 21 شود كه با  تبديل مي2

na
n

  }هاي چون دنباله. ارزي است  هم20 } و0{ }
n
ي گرا هستند، بنابر قضيه  به صفر هم2

n{aي فشردگي دنباله   :در نتيجه داريم. گراست  نيز به صفر هم{
    n

nn n
lim n lim ( a )
 

    1 1 0 1

nي آيا دنباله 
{ n n }3گراست؟  هم  

nازاي هر به  1،n n n n  3 3 nپس. 4 n n
n n n n  3 3 از طرفي با توجه به. 4

 : داريم41مثال

    n n n

n n x
lim n lim ( n ) ( lim n )
  

   3 3 3 31 1

nشود به همين ترتيب ثابت مي

n
lim n


4 n فشردگيي ر قضيهبنا ب. 1

n
lim n n


 3 ي پس دنباله. 1
  .گراست  هم1 به عدد موردنظر

    

nمرتبه  

40 

41 

42 
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 ؟نيستهاي زير درست  يك از گزينه  ـ كدام9

  . باشدگرا هم تواند مي نباشد، نوا يك اي دنبالهاگر  )2  . استدار كران باشد، گرا هم اي دنبالهاگر  )1
  . استگرا هم باشد، نوا يك و دار كران اي دنبالهاگر  )4  . استگرا هم باشد، دار كران اي دنبالهاگر  )3

nي عمومي ي با جمله ي دنباله  ـ كدام گزينه درباره10 n
a ( )( )( ) ( )    1 1 11 1 1 1 12 3 درست است؟  

  . است1 به گرا هماكيداً نزولي و  )2  . است1 به گرا هماكيداً صعودي و  )1
  .اكيداً صعودي و واگراست )4    .اكيداً نزولي و واگراست )3

nي اي به بعد، دنباله ـ از چه شماره 11

na
(n )!




250
  نزولي است؟1

1( 250  2( 249  3( 248  4( 247  

nي عمومي ي با جمله  ـ دنباله12 n

n n n
na
n n!





 

4 5
1

3
2 2

 كند؟  در كدام گزينه صدق مي

1گرا به  هم)4  .نهايت واگراست  به بي)3  .گرا به صفر است هم)2  . است1گرا به   هم)1
  . است2

ي گر دنباله ـ ا13 naگرا به   همLي  باشد، دنباله na

n
  كدام ويژگي را دارد؟

  ها يك از اين  هيچ)4  .گراست همبه يك  )3  .گراست همبه صفر  )2  .گراست هم Lبه  )1
  ـ كدام گزينه درست است؟14

  .كران است بي واگرا باشد، اي دنبالهاگر  )1
 اگر)2 naدار و  كران nbي گرا به صفر باشد،دنباله هم n na .bگراست  به صفر هم.  
  . نباشد، واگراستنوا يك اي دنبالهاگر  )3
  . نيستنوا يك واگرا باشد، اي دنبالهاگر  )4

ي  ـ دنباله15 cos n cos n 1اي است   دنباله. ......... 

1گرا به  هم)4   واگرا و نوساني)3  گرا به صفر  هم)2  نوا  واگرا ولي يك)1
2  

ي باله ـ دن16
n n

 
 
  

1
 كند؟  در كدام گزينه صدق مي4

1گرا به  هم)1
1هگرا ب  هم)2  . است4

  . واگراست)4  .گرا به صفر است  هم)3  . است2
ي ي دنباله  ـ كدام گزينه درباره17 naدرست است؟  

a اگر)1 0اگر)2  .گراست  باشد، دنباله هم |a| 1باشد، دنباله واگراست .  
|a|گر ا)3 1اگر)4  .گراست  باشد، دنباله هم a  1   .گراست  باشد، دنباله هم1

nي  ـ دنباله18 n

n n
  
 
  

2
1

2 3 1
2 4 2

 كند؟  در كدام گزينه صدق مي

1گرا به  هم)3  . است4گرا به   هم)2  .گرا به صفر است  هم)1
  . واگراست)4  . است4

ي  ـ دنباله19 n
   4 8 25 5 5 5كند؟  در كدام گزينه صدق مي 

  . واگراست)4  . است1گرا به   هم)3  . است5گرا به   هم)2  .است5گرا به   هم)1

n)ي  ـ دنباله20 )! n!

n (n )! n

  
 

   2 2
1
1  كند؟  در كدام گزينه صدق مي1

1گرا به  هم)3  .گرا به صفر است  هم)2  . است1گرا به   هم)1
  . واگراست)4  . است2

ي ي دنباله  ـ كدام گزينه درباره21 n sinn
n



2 1
3   درست است؟2

2گرا به  هم)1
  .دار است  واگرا ولي كران)4  .نهايت واگراست  به بي)3  .گرا به صفر است  هم)2  . است3
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ي  ـ اگر دنباله22 naي گرا و دنباله  هم nbي  در رابطهn n
cosn!

a b
n

 
2 1

l lي ي دنباله  صدق كند، كدام گزينه درباره nb 
 درست است؟

  . استدار  كران)4  . به صفر استگرا  هم)3  . استدار كرانگرا ولي وا )2  . است1 به گرا  هم)1
ي  ـ دنباله23 n

sin 
1كند؟  در كدام گزينه صدق مي 

   و واگرانوا يكغير  )4  گرا هم و نوا يكغير  )3  گرا همنزولي و  )2  گرا همصعودي و  )1
ي  ـ دنباله24 nn     

77
 .است.... ...... 33

  نوا يكواگرا و غير  )4  نوا يكواگرا و  )3  نوا يك و غير گرا  هم)2  نوا يك و گرا  هم)1

n{aي ي جملات دنباله  ـ اگر كليه25 )ي  در بازه{ , )3 nي  طبيعي رابطهn واقع باشند به قسمي كه براي هر0

n

a

a
 1  گاه  برقرار باشد، آن1

n{aي كدام گزينه در مورد دنباله    درست است؟{
  واگرا و نزولي) 4  واگرا و صعودي) 3   و نزوليگرا هم) 2   و صعوديگرا هم) 1

n طبيعيn ـ اگر براي هر26 n

n n

a b

n (a a )

 
  

2
1

0
n{bي  و دنباله1 n{aي دار باشد، كدام گزينه در مورد دنباله  كران{    درست است؟{

1(n{a n{a)2  .دار و صعودي است  كران{   .نواست دار و غير يك  كران{
3(n{a n{a)4    .كران است  بي{   .دار و نزولي است  كران{

   ـ كدام گزينه درست است؟27
  .گراست گرا باشد، به سوپريمم يا اينفيمم آن هم اي هم اگر دنباله) 2  .گراست گرا باشد، به سوپريمم آن هم اي هم اگر دنباله) 1
  كدام هيچ) 4  .تدار نيس اي واگرا باشد، كران اگر دنباله) 3

   ـ كدام گزينه درست است؟28
  .گراست دار باشد، هم اي نزولي و از بالا كران اگر دنباله) 2  .گراست دار باشد، هم اي صعودي و از پايين كران اگر دنباله) 1
  كدام هيچ) 4  .گرا باشد نوا نباشد ممكن است هم اي يك اگر دنباله) 3

  

  ي مهم يك دنباله ـ 5
ي    دنباله nn n

a   ي اين دنباله را با استفاده از يك    ي اوليه    چند جمله. گيريم مي را در نظر 11
  :اند از    كنيم كه عبارت    ماشين حساب علمي محاسبه مي

  a 1 2،a / / 22 1 5 2 25 ، a /  
34 643 3 27 2 3703، a /  

45 625
4 4 256 2 4414

گيرد كه شايد اين دنباله صعودي باشد و در    با اين چند جمله اين تصور در ذهن شكل مي
ي همگرايي يا واگرايي آن حكمي    توانيم درباره    دار است ولي هنوز نمي    صورت از پايين كران    اين

هزار    هاي دهم، صدم ، هزارم و ده    جملهكه  تصورمان را تقويت كنيم     اكنون براي اين. قطعي بيان كنيم
  :كنيم، داريم    ه از ماشين حساب پيدا ميآن را با استفاد a ( / ) /   

10 10110 101 1 1 2 5973

 a ( / ) /   
100 10011 1001 1 01 2 7048، a ( / ) /   

1000 100011000 10001 1 001 2 7169

   a ( / ) /   
10000 10000110000 100001 1 0001 2 7181

گرايي آن عددي ي هم گراست نقطه  كه دنباله هميمشو تقريباً قانع ميبا نگاهي گذرا به اين جملات 
  .پردازيم ي اين مطلب مي  در ادامه به مطالعه. كند است غيرجبري كه در تغييرات طبيعي خودنمايي مي

  .ي درس به آن نيازمنديم    شوند كه در ادامه    ابتدا چند مسئله مطرح مي

x با فرضnازاي هر عدد طبيعي   در درس جبر و احتمال ديديد كه به:نولينابرابري بر   1،
)nي رابطه x) nx  1 n  : برقرار است؛ به بيان ديگر1 : x ( x) nx       41 1 1
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ي    نشان دهيد دنباله  nn n
a     . صعودي است11

nي اول اين دنباله، صفر است ولي اگر    جمله   اكنون.  باشد، جملات دنباله مثبت هستند2
 :داريم

     
 

 
 

 
n n

n nn
nn nn

n n

a
n :

a


 



 
     

 

11 1
1 11 1

11 1

1 1
2 1

1 1

       n

n

n n
n

n nn



  

               

1 21
1 2

1 1 1
1 11 1

1 1  

            برنوليبنابر نابرابري      
n

n
n nn n  

             
   2 2

1 1 1
1 11 1

1 1 1 1  

n             تر از مخرج است    چون صورت كسر، بزرگ   n n n n n
nn n n n

   
   

   
2 3 2
2 3 2

1
11 1

1  

  .پس دنباله صعودي است

ي    نشان دهيد دنباله  nn n
a     . صعودي است11

 :تمام جملات اين دنباله مثبت هستند و داريم 

     
 

 
 

 
n n

n nn
nn nn

n n

a
n :

a


 



 
     

 

11 1
1 11 1

11 1

1 1
1

1 1


     n

n

n n
(n ) n

n n(n )

   
  

   
           

1 21
1 2

1 1 11 2
1 11 1

1  

             برنوليبنابر نابرابري   
n

n n n
n n(n ) (n )

   
  

   
        
   2 2

1 2 2
1 11 1

1 1  

n     تر از مخرج است    چون صورت كسر، بزرگ   n n n n n
nn n n n n

     
    

   
2 3 2
2 3 2

1 2 3 3 2
12 1 3 3 1

1  

  .پس دنباله صعودي است
ي     دنباله:قضيه nn n

a     .  همگراست11

  .ي فوق را ثابت كنيد    قضيه 

الا نيز از بكنيم دنباله    اكنون ثابت مي.  در مثال قبل ديديم اين دنباله صعودي است:روش اول 
  .باشد    دار هم مي كران

ي     ديديم كه دنباله43  در مثال nn n
b   1ي دوم آن برابر     صعودي است و چون جمله11

 است،4
nnپس : b   1

ي    جا كه تمام جملات دنباله    از آن. 42 nn n
a     : مثبت هستند، پس11

       
nn n

n n n n nn n n
n a .b a . a a            

 2
1 1 1 1 1 1
4 4 42 1 1 1

جا كه    و از آن
n

n

   
 2

11 na، پس1 1
na يا41  دار است،     از بالا كرانnaي    ؛ يعني دنباله4

  . گراست    درنتيجه اين دنباله هم
  : برابر است بادهند و     نمايش ميeي همگرايي اين دنباله را با     نقطه :تذكر

  e / 2 7182818284590452353602874713527
  :پس داريم nnn

elim


 11

)nي  هرچند دنباله:تذكر )
n

 شود     طبيعي تعريف شده است ولي ثابت ميعددهايي      در مجموعه11

 nnn
elim


 11.  
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ي    ي همگرايي دنباله    نقطه  nn n
a     . را مشخص كنيد11

mفرض كنيم  n داريمصورت     در اين : 

   
 mmm

n m
n n mn n m

a e
e

lim
lim lim lim



 
   

      
1

11 1 1
1

11 1  

ي    ي همگرايي دنباله    نقطه  bna
n n

a  1 را پيدا كنيد.  

aفرض كنيم 
n m
 n، درنتيجه1 amصورت اگر     و دراينn گاه    ، آنm  .

 :اكنون داريم

         
abbn abm m aba

n n m mn n m m
a elim lim lim lim

   

         
1 11 1 1

  .خاطر بسپاريد  را به47 نتيجه مثال :تذكر
  

ي    ي دنباله     دربارهگزينه ـ كدام 29 nn
n

 
 
 

   درست است؟12
  . همگراست1به ) 2    .گراست     همeبه عدد ) 1
  ها    يك از اين    هيچ) 4    . گراست     همe2به) 3

ي     ـ دنباله30 nn
n

 
 
 1گراست؟      به چه عددي هم  

  . همگراست1به ) 2    .گراست     همeبه عدد ) 1
  .گراست     همe1به) 4    . گراست     همe2به) 3

)nnي دنباله ـ 31 )
n

 
  

2
  گراست؟  به چه عددي هم1

1(e  2(
e

1  3(e2  4(
e2
1  

ي دنباله ـ 32
n

n( ) )
n

  
   

22 1
2   گراست؟  به چه عددي هم1

1(e4  2(e2  3(e  4(e4  
  

 ها دنبالهدر  ارزي هم ـ 6

جا كه در سرعت بخشيدن به حل مسائل ها مطرح نشده است اما از آن ارزي دنباله هر چند در كتاب درسي بحث هم
  .شود اين قسمت را در موقعيت مناسب مطالعه فرماييد كند توصيه مي كمك شاياني مي  

در. باشد حل مسئله ميها بسيار طولاني و مستلزم ابتكارهايي درخور  ي حد دنباله گاهي محاسبه
  .ها، بسيار مفيد باشد ي حد دنباله تواند در سرعت محاسبه ارزي مي گونه موارد، استفاده از هم اين

  ارزي دو دنباله تعريف هم ـ 1 ـ 6
هاي گوييم دنباله naو  nbارزند، اگر داشته باشيم  همn

n n

a

blim


1و آن را با نماد 

n nn
a b


  .دهيم  نمايش مي∽

:ها را دقيقاً به خاطر بسپاريد ارزي شود كه اين هم توصيه مي. اند ه شدهيارزي مهم ارا در زير، چند هم
  k k k

n
an bn an (k )


  1  ∼) 1

  k kk k b
kan

an bn a (n ) (k , a )


    1 0 ) 2
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ي هاگر دنبال na هاي زير، برقرار هستند ارزي گاه هم  آنگرا باشد، به صفر هم:  
  

n
n n

a
ta n a a

0
) 4  

n
n n

a
sin a a

0
) 3

  
n

n n na
a sin a (a )


 3

0
1
6 )6  

n

n
n

a

(a )
cosa




2

0
1 2 )5

  
n

n n na
tan a sin a (a )


 3

0
1
2) 8  

n
n n na

tan a a (a )


 3
0
1
3) 7

  
n

n na
tan a a


1

0
) 10  

n
n na

sin a a


1
0
) 9

  
n

n n na
tan a a (a )


1 3

0
1
3) 12  

n
n n na

a sin a (a )


 1 3
0
1
6) 11

  
n

n n na
tan a sin a (a ) 


1 1 3

0
1
2)14  )برنوليارزي  هم(

n

k
n nka

a a


 
0

11 1) 13
  

ي گرايي دنباله ي هم نقطه  n n n n n    
3 3 2 26 4 8 3   . را مشخص كنيد3

  :داريم )2(ارزي  بنابر هم 
n

n n (n ) n


   3 33 2 66 1 23 1
و

n
n n (n ) n


    2 84 8 3 4 2 22   :، پس4

         
n

n n n n n (n ) ( n ) n


          
3 3 2 26 4 8 3 3 2 2 2 3 4 4

n)ي گرايي دنباله ي هم نقطه  n n )( n )

n n n n

   

   

  
 
  

2
5 5 3

6 2 2 1
3 15 5 1

  . را مشخص كنيد

)2(ارزي  بنابر هم 
n

n n (n ) n


    2 66 2 1 32 1: 

و
n

n n n (n ) n


    
5 55 3 015 5 1 1 5   :، پس1

       (n n n )( n ) [n (n )]( n ) n
nn nnn n n n

        
   

    
  

2
5 5 3

6 2 2 1 3 2 1 6 3233 15 5 1
داريم) 1(ارزي  ي اخير، بنابر هم در رابطه

n
n n


  6 3   :، پس6

       (n n n )( n ) n
nnn n n n

    
   

       
  

2
5 5 3

6 2 2 1 6 3 323 15 5 1

ي گرايي دنباله ي هم نقطه  n

n
(n )tan 


 2

1 2 11   . را مشخص كنيد2

داريم) 1(ارزي  بنابر هم 
n

n n


2 1 و2
n

n n


2 n، پس22 n
nnn n




 2 2
22 1 2 02.

n داريم10ارزي  اكنون بنابر هم
n nn nn

tan tan  
 2

1 1 2 22 1
داريم) 1(ارزي  و بنابر هم 2

n
n n


1پس خواهيم داشت ،: 

       n
nnn

(n ) tan n { } 


   2
1 22 11 2 22

ي گرايي دنباله ي هم طهنق  n n
n ( sin )3 1   . را مشخص كنيد1

چون 
n
داريم) 6(ارزي  گراست، بنابر هم  به صفر هم1 n n nn n

sin 


  3

31 1 1 1 1
6  و6

 :در نتيجه

       n n n n
n ( sin ) n { }


   3

3 3 1 11 1 1
6 66

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
صورت زير   دومي رو بهارزي همما ! آقا

  :نوشتيم
  

n
n n n (n )


   


5 55 3 1515 5 1 1 5 1  

  n  3  
دست   به-3 همون جواب  سر،آخرولي 
   من اشتباه كردم يا شما؟.اومد
ي بعد  ارزي، جمله ، در اين همعزيزمببين 

 n4 باشد و در اين رابطه،n4 بايدn5از
و جا صفر است   در اينbوجود ندارد، پس 

 .- 15نه 
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ي گرايي دنباله ي هم نقطه 
n
n

n
n n

sin







 
  

 
 
  

2
3

3 1 12
1
7

  . را مشخص كنيد

nارزي برنولي داريم با توجه به هم 
n n n nn

  
   

     3 3 1 11 3 31 1 12 2 2  و چون23
n n

nnn n n




2 2

3 3
11

n، پس7
nnn n

sin 


2
3

11
  :اكنون داريم. 7

     n
nn n

nn
n nn n

n
n

sin



 




      
2

3

3 1 11 1 11 22 2 121 11
7

  ها دنباله رشد  سرعتي مقايسه ـ 2 ـ 6
ترين خواه باشند، طوري كه ضريب بزرگ ي دل ر درجهاي از ه  دو چند جملهg(n) و f(n)اگر 

n وجود دارد طوري كه اگرMگاه عددي طبيعي مانند  ها مثبت باشند، آن ي آن درجه M،باشد 
ag(n)داشته باشيم f (n)log و (a )1ي رشد دنبالهسرعت اي به بعد،  ، به بيان ديگر، از شماره

  

ي رشد دنبالهسرعت در حالت كلي، . تر است اي كم ي چند جمله شد دنباله ر سرعتلگاريتمي از
رشدي فاكتوريلي از سرعت  سرعت رشد دنبالهتر است و  اي بيش رشد چند جملهسرعت نمايي از

ي رشد دنبالهسرعت  ازتر   تواني بيش ـي نمايي رشد دنبالهسرعت تر است و  ي نمايي بيش دنباله
هايي از هر اي  چند جملهt(n) و f(n) ،g(n) ،k(n) ،h(n) ،p(n) فاكتوريلي است؛ به بيان ديگر اگر

گاه عددي طبيعي ها مثبت باشند، آن ي آن ترين درجه خواه باشند، طوري كه ضريب بزرگ ي دل درجه
n وجود دارد طوري كه اگرMمانند Mاشد، خواهيم داشت ب:  
    

k(n) t(n)
an M f (n) g(n) a [h(n)]! [p(n)] (a )log       1  

  
  

  
  

 آنمثلاً صورت آن لگاريتمي و مخرج(سان باشد  ي ناهم اي حاصل تقسيم دو دنباله اگر دنباله :قضيه
  :گاه ، آن)فاكتوريلي باشد

  . است بهتر از مخرج باشد، آن دنباله، واگرا ، بيش رشد صورت سرعتاگر) الف
  .گرا به صفر است تر از مخرج باشد، آن دنباله، هم رشد صورت، كمسرعت اگر ) ب

nي گرايي دنباله ي هم نقطه  n

(n )!

 



  
 
  

4 23 2 15   . را مشخص كنيد1

اي فاكتوريلي است، پس با توجه به ، دنبالهاي نمايي و مخرج آن صورت اين دنباله، دنباله 
تر است و بنابر رشد مخرج، سريعاي مشخص به بعد،  از شمارهها،  رشد دنبالهسرعت ي  مقايسه
هاي نسبتاً بزرگ، رشد توجه كنيد كه تا شماره(. گراست اين دنباله به صفر هم) ب(ي فوق، قسمت  قضيه

  .)تر خواهد بود اي به بعد، رشد مخرج، سريع جام، از شمارهناما سرا. تر است رشد مخرج، سريعصورت از

nnي گرايي دنباله ي هم نقطه 

(n )!





 
 
 

10
2   . را مشخص كنيد1

اي  از شمارهاي فاكتوريلي است، پس اي نمايي ـ تواني و مخرج، دنباله در اين دنباله، صورت، دنباله 
ي فوق، قسمت رشد مخرج است و بنابر قضيهعت سرتر از  رشد صورت، بيشسرعت  مشخص به بعد،

  .نهايت واگراست ، اين دنباله به بي)الف(
    

    

  

  

  
  

   تواني-ي نمايي دنباله ي فاكتوريليدنباله  ي نمايي دنباله  ي لگاريتمي دنباله
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  نوا هستند؟ اند، يك ها داده شده هاي زير كه جملات عمومي آن  ـ چند تا از دنباله33

     (n )
n

tan
 

1
    و   2 n

cos 
1  و     (n )

n
sin

 1
    و  2 

n 2
1
15 

  سه )2    چهار )1
  يك )4    دو )3

  گرا هستند؟ اند، هم ها داده شده هاي زير كه جملات عمومي آن  ـ چند تا از دنباله34

    (n )
n n

d n tan
 


   
1
n    و  2

logn
c

n
  و    n n

b (n )( cos )  2 11 n   و   1 n
a nsin 


 2 1 

  دو )2    يك )1
  چهار )4    سه )3

ي  ـ دنباله35 n n n n n n       
54 4 3 5 38 5 1 10 7   كدام ويژگي را دارد؟2

  .گراست همبه صفر  )2    .گراست هم -4به  )1
  .واگراست )4    .گراست هم -2به  )3

يي عموم ي با جمله  ـ دنباله36
n

n
( ) n

a sinn cosn sin
n n

   
  



3 1
2

1 15 2
2

 كند؟ دام گزينه صدق مي در ك

  . به صفر استگرا  هم)2    . است3 به گرا  هم)1
  .واگراست )4    . است1 به گرا  هم)3

ي ي دنباله ترين جمله  ـ قدر مطلق تفاضل بزرگ37 n
n



4 273  گرايي آن كدام درست است؟ ي هم  از نقطه14

4)2     صفر)1
3  

3(25
  .ترين جمله نيست  داراي بزرگ)4    6

  كران هستند؟ نوا و بي اند، يك ها داده شده هاي زير كه جملات عمومي آن  ـ چند تا از دنباله38

    n
n n

d sin


 8 n    و  1
n nc log 2

    و  4
n

n n
b

   
 

n    و  1
n

a  2
1 

  يك )2    هيچ )1
  سه )4    دو )3

  گرا هستند؟ اند، هم ها داده شده هاي زير كه جملات عمومي آن  ـ چند تا از دنباله39

    n n
d ( n )sin   2

22 tan    و  1 n
n n

c



sinn   و   1

n n
b    

2 n    و  1 n
a n     

3 1 

  يك )2    هيچ )1
  سه )4    دو )3

naي عمومي ي با جمله  ـ دنباله40
n n n

   
 
1 1 1

1 2 2كند؟  در كدام گزينه صدق مي 

  دار  كران- نزولي )2    دار  كران- صعودي )1
  كران  بي– نزولي )4    كران  بي– صعودي )3

  ولي هستند؟اند، نز  شدهها در زير، داده هاي زير، چند دنباله كه جملات عمومي آن  ـ از دنباله41

    n n

( n )
c

n!

    




1 3 5 2 1
2
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 na   و   2
n

    2 2 2
1 1 11
2 3

 

  يك )2    هيچ )1
  سه )4    دو )3
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هاي  ـ دنباله42  n
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n!

   
 

 و2   n n
n!
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n

كنند؟ ترتيب در كدام گزينه صدق مي  به 

  .هر دو واگرا هستند )2    . هستندگرا همهر دو  )1
  .گراست هماولي واگرا و دومي  )4  . و دومي واگراستگرا هماولي  )3

ي  ـ دنباله43 n

(n )!




2 13  .است......... اي   دنباله1

  گرا هم -نزولي  )2    گرا هم -صعودي  )1
  اگر هم - نوا يكغير  )4     واگرا- نوا يكغير  )3

ي ي دنباله  ـ چندمين جمله44 n

(n )!





3 15  ؟ي آن است ترين جمله بزرگ 1

  125 ي شماره ي  جمله)2    124 ي شماره ي  جمله)1
  3 و 2 ي گزينههر دو  )4    126 ي شماره ي  جمله)3

nي  ـ دنباله45
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n
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 
 
 3چگونه است؟   

گرا به هم)     2گرا به هم) 1

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  واگرا) 4    گرا به صفر هم) 3
  كدام دنباله واگرا است؟ ـ 46

1( n sin n
n sin n
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nي  ـ دنباله47 n
n

  
   

2 2
  .است.........  قطعاً 1

  كران بي) 2    نوا غير يك) 1
  دار كراننزولي و ) 4    دار كرانصعودي و ) 3

  

  
  

  
 :بازسازي دنيا

داد  را نمايش مي اي از روزنامه را كه نقشه جهان  پدر سر رفت و صفحهي حوصله. شود خواند اما پسركوچكش مدام مزاحمش مي پدر روزنامه مي
 . قطعه كرد و به پسرش دادجدا و قطعه

  »تواني آن را دقيقاً همان طور كه هست بچيني؟ دهم، ببينم مي ي دنيا به تو مي يك نقشه. كاري برايت دارم! بيا«
  .ساعت بعد، پسرك با نقشه كامل برگشت ربع اما يك. دانست پسرش تمام روز گرفتار اين كار است مي. دوباره سراغ روزنامه اش رفت و

  »مادرت به تو جغرافي ياد داده؟«: عجب پرسيدپدر با ت
وقتي توانستم آن آدم را دوباره بسازم، دنيا را هم دوباره . جغرافي ديگر چيست؟ پشت اين صفحه تصويري از يك آدم بود«: پسر جواب داد

  »!!!ساختم
  :آموزه هاي حكايت

   در طرح و حل مسئله بايد به ابعاد مختلف مسئله توجه كرد ـ1
  .تر است سئله به روش غيرمستقيم خيلي سادهي اوقات حل يك مبرخ ـ 2
  .تر شود تر ممكن است منجر به حل يك مسئله پيچيده حل يك مسئله ساده ـ 3
  .شد خواهد درست دنيا شوند، درست ها آدم اگر ـ 4

 



  
  
  
  
  

   
nاگر   ـ1 k 4   :گاه آن ،k باشد كه در آن1

  n
n k

n sin cosn ( k )sin( k ) cos( k ) 


        1 14 1 2 4 14 12 2
  

k
k


   14 1 4 1  

 اين، افزايش يابدنهايت بي k زيرا اگر ، نيستدار كران از بالا در نتيجهو 
  . دياب مي افزايش نهايت بيمقدار نيز

nاگر k 4   :گاه آن ،1
  n

n k
nsin cosn ( k )sin( k ) cos( k ) 


        1 14 1 2 4 14 12 2

  
k

k


    14 1 4 1  
  .دار نيست جه از پايين هم كرانو در نتي

  

 استدار كران        ـ2
n

n { } n      10 1 1
 

گاه آن ، عددي صحيح و ناصفر باشدnوقتي    ـ3
n

3
1 و در1

ي مجموعهعضوهاي .  استدار كران )1 (ي گزينه ي مجموعه ،نتيجه
 بين)2 (ي گزينه دار كران قرار دارند و اين مجموعه نيز 2 و2
n داريم)3 (ي گزينهدر . است n n  2 nدر نتيجه 2 n

n

 


2 1
2

 و
، تقسيم كنيم، اگر صورت را بر مخرج)4 (ي گزينهدر .  استدار كران

nداريم n
n n

  
 

2 1001010 ،n كه با افزايش شود مي و ملاحظه 10
  .يابند كران افزايش مي جملات مجموعه بي

  

x       ـ4 | x | (| x | ) (| x | )      
2 6 0 3 2 0

      x| x | x
    

33 3

nداريم 
n n
  
 
1 211  و چون1

n
 


20  :، پس21

      
n

  

21 1 31

  .دار است در نتيجه مجموعه كران

nداريم 
n n
  
 
1 112  و چون2

n
 


1 10 2  :، پس3
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  
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  .دار است  كراندر نتيجه مجموعه

aيمدار 

a a

  
 

2
2 2

1 11
2 2

 و چون
a

 
2
1 10 22

 :، پس

       
a

  
2

2 11 13 2
  .دار است  كراندر نتيجه مجموعه

  
 درMچه عضوي مانند   يك مجموعه باشد، چنانAاگر    ـ5

x وجود داشته باشد، طوري كه براي هرAي  مجموعه A ته باشيمداش
x Mگاه  ، آنMي   را عضو ماكزيمم مجموعهAچه عضوي  نامند و چنان
 وجود داشته باشد، طوري كه براي هرAي   در مجموعهmمانند

x Aداشته باشيمm xگاه  ، آنmي  نيمم مجموعه  را عضو ميAنامند .  
       A , , , ,...    

 
1 11 1

16 25 36 49

  
inf(A)

Sup(A) Inf (A)
Sup(A)

  
       



1
1 1 925 16 251 16 25

16   
  : ازعبارتند ،عضوهاي اين مجموعه  ـ 6

      A { , , , , , , } 1 1 1 1 1 1 137 26 17 10 5 2
1ي برابرنيمم مي و داراي 1اين مجموعه داراي ماكزيممي برابر 

 است37
ه، در صورت وجود هماننيمم يك مجموع دانيم ماكزيمم و مي ميو 

ترين كران پايين مجموعه است، پس ترين كران بالا و بزرگ كوچك
maxداريم min   1 361 37 37.  

  
n{aي جملات دنباله  ـ 7 }صورت  به{ , , , , ,...} 4 1 4 4  هستند و4

n{aي خواهيم دنباله مي.  است4گرا به  اين دنباله هم sin n ksin n}گرا  هم
nnاگر فرض كنيم. باشد

lim a sin n ksin n L


 گاه ، آن:  
      nn

lim (a k)sin n L


 

sin}چون n}ي الهدار است و دنب  واگرا ولي كرانn{a k}گراست،  هم
ي موردنظر نيز به صفر  دنبالهگاه گرايي آن صفر باشد، آن ي هم اگر نقطه

n{a ولي اگرگرا خواهد بود هم k}گرا باشد،  به عددي غير از صفر هم
n{(aي دنباله k)sin n}پس  خواهد بودااگر و ،k ي  باشد تا دنباله4 بايد

 n(a k)sin n باشدبه صفر گرا  هم.  
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nهاي يد كه دنبالهتوجه كن   ـ8

n 2
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2 1
nو 

( n)(n ) 

2
21 2 1

به صفر 

ncosهاي گرا و دنباله هم
n


1

2 )nو 1 )1 دار هستند، پس داريم كران:  

 n
n

n n nlim cos ( )
nn ( n)(n )
   
  

2
2 2
2 1 1 02 12 1 1 2 1

 

  :ها بررسي گزينه  ـ 9

ي الهدرست است، زيرا اگر دنب  na به Lگاه داريم گرا باشد، آن  هم: 

  n na LM n M L a L               0 

ي يعني دنباله naدار است  كران .  

)nي عنوان مثال، دنباله درست است، زيرا به  )
n

  
 

نوا  يك1
 . گرا به صفر است نيست ولي هم

ي دنبالهست است، زيرا مثلاً نادر  n( )1 دار است ولي كران
 . باشد واگرا مي

  .باشد ي وايراشتراس، درست مي بنابر قضيه 
  

  :گاه اگر هر يك از پرانتزها را ساده كنيم، آن     ـ10

      n
n na n

n n
        


2 3 4 1 1 011 2 3 
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  


21 ي ، در نتيجه دنباله11 naًاز.  صعودي است اكيدا

n  :جا كه طرفي از آن
n n

a (n )lim lim
 

   1
ي بنابراين، دنباله naواگراست.  

  

خواهيم دنباله نزولي چون جملات دنباله، مثبت هستند و مي    ـ 11

باشد، پس بايد داشته باشيم
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 و اين، زماني

nبرقرار است كه   به بعد، دنباله248ي  ؛ يعني از جملهباشد 248
  .نزولي است

  

aكه در آنna و!nهاي  از رشد دنبالهnnدانيم رشد مي    ـ 12 1
  :تر است، پس داريم  بيشباشد، مي

  
n

n n

n nn n

n
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n n n!
lim lim
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n nlim


 1 02  
  

باشد، پس عددي دار نيز مي گرا، كران ي هم دانيم هر دنباله مي    ـ 13
n|a وجود دارد كهkحقيقي و مثبت مانند  | kو در نتيجه na

n
k| |
n

 0.
هاي چون دنباله 0و  k

n
ي فشردگي، گرا هستند، بنابر قضيه  به صفر، هم

ي دنباله na

n
  .گراست نيز به صفر، هم 

  :ها بررسي گزينه    ـ 14

ي عنوان مثال، دنباله درست نيست، زيرا به  cos nواگراست 
cosn طبيعي، داريمnازاي هر   بهولي چون  1 . دار است ، پس كران1

ي ت است، زيرا اگر دنبالهدرس  naگاه دار باشد، آن  كران
n|aكه  وجود دارد طوريkعددي حقيقي و مثبتي مانند  | kو در نتيجه 

n n n|a .b | k|b | 0هاي  و چون دنباله 0و  nbkبه صفر 
 ي گرا هستند، پس دنباله هم n na .bگراست  نيز به صفر هم . 

ي عنوان مثال، دنباله درست نيست، زيرا به  n( )
n
1نوا نيست  يك

 . گرا به صفر است  ولي هم)كند ي صفر، نوسان مي اين دنباله، حول نقطه(

ي عنوان مثال، دنباله ت، زيرا بهدرست نيس  n واگراست ولي
 .باشد نوا مي صعودي و در نتيجه يك
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nچون nsin    11 ي ، پس دنباله12 n nsin  1

دار  كران2

nاز طرفي. است n

( n n )

  
 

1 1
2 2  اين دنباله به صفر، پس1

  :گراست، از طرفي هم
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n nsin sin sin
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    
 
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  .گراست هم موردنظر نيز به صفر ي دنباله، در نتيجه

  
  :باله، واگراستدن   ـ16

  
n n

n n
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 
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     ـ17

  

n{aي دنباله   :گيريم  را درنظر مي{
| اگر)الف a |1گراست  باشد، دنباله به صفر هم.  
| اگر)ب a |1نهايت است  به بيرا باشد، دنباله واگ.  
a اگر)پ 1است و اگر1گرا به   باشد، دنباله، هم a  1 

  .باشد، دنباله، واگراست
  

  

|a|ي آموزشي فوق، اگر با توجه به بسته 1ي باشد، دنباله naبه 
aراست و اگرگ صفر هم 1 گراست و در غير  هم1 باشد، دنباله به

a دو صورت، دنباله واگراست، پس اگر اين  1 ي  باشد، دنباله1
 na گراست هم.  
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 qي يك تصاعد هندسي با قدرنسبت  ي اوليه  جملهnمجموع 
(q )1ي اول آن كه جملهa1ي  است از رابطه 
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A (اگرn{a n{bگرا به عددي غير صفر و اي هم دنباله { } 
nي گاه دنباله دار باشد، آن اي واگرا ولي كران دنباله n{a b نيز  {

  .دار است واگرا ولي كران
B (اگرn{a n{bي گرا به صفر و دنباله اي هم دنباله { } 

nي گاه دنباله دار باشد، آن كران n{a b   .گراست  به صفر هم{
  

sinچون n  1 ي دار است؛ اما دنباله ، پس كران1 sin nاز.  واگراست
ي طرفي دنباله n

n



2 13 2 به2
ي آموزشي گراست، در نتيجه، بنابر بسته  هم3

ي ، دنباله)A(فوق، از بند n
n

sin n


2 13   .دار است واگرا ولي كران 2

nواضح است كه     ـ22 na bمثبت يا صفر است، پس 

n n
| cosn |

a b
n

 


0 2 هاي  و چون دنباله1 | cosn |

n 2  و1 0به
ي ، دنبالهدگيي فشر گرا هستند، پس بنابر قضيه صفر هم n na b نيز

اگر. راستگ به صفر هم na به Lگاه گرا باشد، آن  هم nb  نيز بهL

3 و 1هاي   مشخص نشده است، پس گزينهLگراست و چون مقدار  هم
 چون، نيز نادرست است2ي  يستند و ضمناً گزينهدر حالت كلي درست ن

ي دنباله nb باشد دار مي گراست، لزوماً كران هم.  
  

nتر از  سريع!nمگه رشد! آقا 2  ي گين دنباله  نيس؟ پس چرا مي1
  گراست؟ طرف راست اين نابرابري به صفر، هم

 !cosn جلوي كسينوس قرار گرفته، پس!nجا، ببين عزيزم، در اين
دار است و چون   قرار دارد، به بيان ديگر، اين عبارت، كران- 1 و 1بين 

  .كران تقسيم شده، حد آن صفر است بر عبارتي بي
  

واضح است كه    ـ 23
n
  


0 1 ها، همگي در ؛ يعني اين زاويه2

ي ، زاويهn با افزايش ي مثلثاتي قرار دارند و ضمناً ربع اول دايره
n

1و 

sinدر نتيجه مقدار
n

1 يابد، پس دنباله نزولي است و اگر كاهش ميn

sinكران افزايش يابد، بي
n

1 گراست به صفر هم.   

  
       ـ24 

n kn kn k k k            
7 217 213 7 073 33 3

  

n kn kn k            
7 21 77 21 73 1 3 33 3

  

k k                 
7 7 7 7 7 17 7 23 3 3 3 3 3

  
      

n kn kn k            
7 21 147 21 143 2 3 33 3

      

k k                 
14 14 14 14 14 27 7 43 3 3 3 3 3  

صورت پس اين دنباله به , , , , , ,1 2 1 20 03 3 3 3  اي غير است كه دنباله
  .واضح است كه اين دنباله واگراست. باشد نوا مي يك

  
n{aي ي جملات دنباله چون كليه    ـ 25 )ي  در بازه{ , )3  قرار دارند،0

nاز طرفي چون. دار است پس اين دنباله كران

n

a

a
 1 ي جملات دنباله  و كليه1

nباشند، پس منفي مي na a 1 جا  از آن.و در نتيجه، دنباله نزولي است
.گراست ي وايراشتراس، دنباله هم دار است، بنابر قضيه نزولي و كران دنباله كه
  

n{bچون     ـ26 nدار است و  كران{ na b 0ي  پس دنباله n{a }

nاز طرفي چون. دار است كراننيز  nn (a a ) 2
1   ، در نتيجه1

n na a
n

 1 2
جا كه  و از آن1

n
2

1 nپس، 0 na a  1 ، بنابراين0
nداريم na a    .، نزولي است؛ يعني دنباله1
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       ـ 27

}ي نادرست است، مثلاً دنباله  }
n
گراست ولي به صفر كه  هم1

  .ست كه اينفيمم آن استگرا هم

)ي نادرست است، مثلاً دنباله  )
{ }

n
1گراست ولي  به صفر هم
  .صفر نه سوپريمم و نه اينفيمم دنباله است

)}nي نادرست است، مثلاً دنباله  ) }1دار  وگراست ولي كران
  .باشد مي
  

ي دنباله     ـ28
n( )

{ }
n
1ولي به صفر) نوساني است(نوا نيست   يك

  . گراست هم

دار   صعودي و از پايين كران{n}نادرست است، زيرا مثلاً دنباله 
  .است ولي واگراست

}ي نادرست است، زيرا مثلاً دنباله  n}دار  نزولي و از بالا كرائ
  .است ولي واگراست

  
n      ـ 29 n

n n

nlim ( ) lim ( ) ( )
n n n


 

    12 2 21 1

re             43بنابر مثال        1  
  

n        ـ30 n
n n

n nlim ( ) lim ( )
n n


 




1
1

      n
n

( lim ( ) ) e
n

 


  1 111  
  

        ـ31
n

n
n n

n nlim ( ) lim ( )
n n 
 
 

22 2
1 1

  n n
n n

nlim [( ) ] lim [( ) ]
n n

( )
n


 

    
 




1 1
12 2

1
2

1 1 1 111 1 11 1

  e e  
1
2 1

  

        ـ32
n

n
n n

n nA lim ( ) lim [( ) ]
n n 
   
 

1
2 22 1 2 1 2

2 1 2 1

      n
n

lim [( ) ]
n

 


1
221 2 1  

دهيم قرار مي
n m



2 1

2 n، پس1 m  n و اگر12 گاه ، آن
m پس داريم :  

  m m
m m

A lim [( ) ] lim [( ) ] ( )
m m m



 
     

1 1 1 1
2 2 2 41 1 11 1 1

  e e  
1
2 1  

nازاي به    ـ 33  ي  دنباله4 
n 2

1
ازاي  صعودي است ولي به15

n    .نوا نيست دنباله، نزولي است، پس اين دنباله يك 4
ي ، دنبالهnبا افزايش 

n

(n )
( )

n
 

 
1 112 جا يابد و از آن  كاهش مي2

كه
n

( )    112 sinها در ربع دوم هستند و تابع  ؛ يعني اين زاويه2

ي يابد، پس دنباله در ربع دوم با كاهش زاويه، افزايش مي (n )
n

sin
 1
2

  .نواست صعودي و در نتيجه يك
، عبارتnبا افزايش

n

1يابد و چون  كاهش مي

n
  


0 1  و در2
ي يابد، پس دنباله ربع اول با كاهش زاويه، كسينوس آن افزايش مي

 n
cos 

1 نواست صعودي و در نتيجه يك.  
n، عبارتnبا افزايش

n

1يابد و چون  افزايش ميn

n
   

12پس اين ،
ها در ربع دوم هستند و با افزايش زاويه، در ربع دوم، تانژانت آن نيز زاويه

ي در نتيجه دنباله. يابد افزايش مي n
n

tan 
1 نواست صعودي و بنابراين، يك. 

  
ي دنباله    ـ 34 naگراست  هم:  

      n n nn n n
a n sin nlim lim lim 

   
     2 2 21 1

ي دنباله nbگراست  هم:  

  n nn n n
b (n )( cos ) (n )

n
lim lim lim
  

      2 2
2

1 111 1 1 22
ي  رشد دنبالهچون nي تر از رشد دنباله  سريع log n در است، پس
ي دنباله ncگراست  به صفر همر است و در نتيجهت  رشد مخرج سريع.  
n) طبيعي داريمnازاي هر  جا كه به از آن )

n
    

12
، پس اين23

n)زوايا در ربع دوم قرار دارند و در نتيجه )
tan

n
 



1 و چون02

n

(n )
tan tan

nlim 



    

1 n)، پس02 )

nn
tanlim

 


    
1 و12

nداريم
n n

d nlim lim
 

   ي ؛ يعني دنباله nd واگراست.  
  

  :، داريمها ارزي همبا توجه به     ـ 35
      

n
n n n (n ) n


     

4 44 3 88 5 1 1 24 1

و
( )n

n n n (n ) n
 

       5 55 3 010 7 2 1 5 1  

  :در نتيجه داريم
n

n n n n n nlim


       
4 54 3 5 38 5 1 10 7 2

      
n

n ( n)lim


     2 2
  

      ـ 36
  

  : حقيقي داريمx هر اياز به

      a b a sin x bcos x a b     2 2 2 2  
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)چون ) sin n cosn ( )     2 2 2 25 2 5 2 5 ، پس عبارت2

sin n cosn
3 5 ي از طرفي چون دنباله. دار است  كران2

n( ) n

n n

  

2
1 1

2
  :، داريم3ارزي  گراست، پس بنابر هم به صفر، هم

      
n n

n

( ) n ( ) n
sin

n n n n




     


 
1

2 2
1 1 1 1 0

2 2

گراست، اي كه به صفر، هم دار در دنباله اي كران ضرب دنباله دانيم حاصل مي
  .گراست گرا به صفر است، پس اين دنباله، به صفر، هم هم

  

    ـ 37
  

anهايي با فرم در دنباله b{ }
cn d




 كه صورت و مخرج، نسبت 
رج، ي مخ ي يك هستند، اگر ريشه ، حداكثر از درجهnبه 
نوا نيست و مقدار اكسترمم   باشد، دنباله يك1تر از  بيش

dnازاي دنباله، به
c
    

dn يا
c
    

  .آيد دست مي  به1
  

4گرايي دنباله ي هم نقطه
14ي مخرج اين دنباله، ريشه.  است3

 واست 3

چون    
14 ي چهارم يا ي آموزشي فوق، جمله ، پس بنابر بسته43

aچون. ي اكسترمم دنباله است ي پنجم اين دنباله، جمله جمله 4
11
2

aو  5 aي دنباله، ترين جمله ، پس بزرگ7 4
11
تيجهاست و در ن 2

 گرايي آن عبارت است از ي هم ترين جمله و نقطه قدرمطلق تفاضل بزرگ

  2511 4
2 3   .است 6

  

nي دنباله    ـ 38
n

a  2
.باشد دار مي گرا به صفر است، پس كران  هم1

ي دنباله  n
n

n n
b n


 1كي و اين، يكران است  و بي اكيداً صعودي

  :از طرفي ديگر چون. باشد هاي مطلوب مي از گزينه

      nn n
n n n n n nc log log log log log


      

1 1
2 242 4 2

4 4 4 4 4 1

n طبيعيnجاكه براي هر  و از آن 4 n، پس2
n nlog log4 2

4  كه معادل4
nlogبا 2

nlogيا 41  2
4 1 n است؛ يعني0

n nc log 2
4 ، از طرفي0

2چون nlog، پس1 2
4 nlog، پس0  2

4 1 n يا1
n nc log 2

4 ؛ در1
nc طبيعي داريمnازاي هر  نتيجه به 0 .دار است ؛ يعني اين دنباله، كران1

nازاي به 1داريم n
n

   8
1

34 اي در ربع سوم ولي  كه زاويه2

nازاي به  n داريم5
n




   8 58 12 اي در ربع دوم  كه زاويه6

nي ي پنجم دنباله است، پس جمله
n n

d sin


 8 ي اول تر از جمله ، بيش1
ي صدم به بعد،ت ولي واضح است كه به عنوان مثال، از جملهآن اس

نوا نيست،  يك اين دنباله، در كل،جملات اين دنباله كاهشي است، پس
  . گرا به صفر است هم اما

  

 داريم1تر از  هاي طبيعي بزرگnازاي  به     ـ39
n

    
1 ؛ يعني از0

nي  دنبالههاي ي دوم به بعد، تمام جمله جمله n
a n     

3  صفر هستند،1
sinاز طرفي. گرا به صفر است پس اين دنباله، هم n  1 ، پس1

sin n   1 2 1 sin، بنابراين،3 n
n n n

   32 هاي  و در نتيجه جمله11
sinي دنباله n

n n
b    

2 nازاي   به1   هستند،- 1 گاهي صفر و گاهي 3
tan طبيعي داريمnازاي هر  جا كه به از آن. پس واگراست n   1

2 2،

tanپس n
n n n

   
1

2 tanي ي فشردگي، دنباله  و بنابر قضيه2 n
n n

c



1

چون. گراست به صفر هم
n nn

sin  
2 2بنابراين ،:  

       ( n )

n nn
( n )sin

 



2

2 2
2 2 12 1 

)كهجا و از آن n )

n

 2
2

2 n ي گراست، پس دنباله  هم2 به1
n

d ( n )sin   2
22 1

   .گرا خواهد بود هم 2نيز به
  

       ـ40 n n n n nn n
a a   

      1 1 1 1 1 1
2 2 2 23 2 1

       n nn n 
    1 1 1 1

2 21 3   

      n nn n n   
     1 1 1 1 1 02 2 2 22 1 1 2 1  

  :از طرفي داريم. اي صعودي است بالهپس اين دنباله، دن

      n n n n n nn
a


         11 1 1 1 1 1

2 2 2 2 21 2 


  :جا كه چنين از آن و هم

  n
n nn nn n n n

a
   

         1 1 1 1 1 1 112 21 1 1 1 


naدر نتيجه 1   .دار است ؛ يعني دنباله كران12
  

  :تمام جملات اين سه دنباله، مثبت هستند، بنابراين داريم    ـ 41

ي دنباله naصعودي است  

n

n n

a

a a
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 بخت خوش مرد داستان

 ».كند معالجه مرا بتواند كه دهم مي كسي به را ام پادشاهي رو قلم نصف« :گفت شد، بيمار اين كه از پس پادشاهي

 فكر گفت كه دانا مردان از يكي  تنها.ندانست يك هيچ اما كرد، معالجه را شاه شود مي طور چه ببيند تا شدند جمع هم دور دانا هاي آدم تمام
 .شود مي معالجه شاه كنيد، شاه تن و برداريد را پيراهنش كنيد، پيدا را بخت خوش آدم يك اگر. كند عالجهم را شاه تواند مي كند مي

 .كنند پيدا بختي خوش آدم نتوانستند كردند، ولي سفر مملكت سرتاسر در ها آن. فرستاد بخت خوش آدم يك پيداكردن براي را هايش پيك شاه
 ثروتمند و سالم اگر زد، يا مي پا و دست فقر در بود سالم كه آن. بود بيمار داشت، ثروت كه آن. باشد راضي كاملاً كه نشد پيدا نفر يك حتي
 .كند شكايت و گله آن از كه داشت چيزي آدمي هر خلاصه بودند؛ بد فرزندانش داشت، فرزندي اگر يا داشت، بدي زندگي بود،

 تمام را كارم كه خدا شكر«: گويد مي چيزهايي دارد نفر يك شنيد كه شد مي رد فقيرانه و محقر اي كلبه كنار از شاه پسر شب، يك آخرهاي
 »بخواهم؟ توانم مي ديگري چيز چه! بخوابم و بكشم دراز توانم مي و ام خورده غذا پر، و سير. ام كرده

 .بدهند بخواهد، قدر چه هر هم مرد به و بياورند شاه بگيرند، پيش را مرد پيراهن كه داد دستور و  شد حال خوش شاه پسر

 !!!نداشت پيراهن كه بود فقير قدر آن بخت خوش مرد رفتند، اما كلبه توي مرد پيراهن آوردن بيرون براي ها پيك
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